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Observadores o Estimadores de Estado

El concepto de observadores puede atribuirse a
David G. Luenberger, que lo desarrollo6 como
resultado de su tesis doctoral (Stanford
University, 1963). Su trabajo incluia los aspectos
basicos de observadores, incluyendo observadores
de orden reducido y transformaciones canonicas.
Actualmente, David Luenberger es profesor en el
departamento de sistemas economicos, de
Ingenieria e investigacion operacional de la
Universidadde Stanford.

Luenberger, David G. (1964), “Observing the
Profesor David G. Luenberger  State of a Linear System,” |IEEE Transactions on
Military Electronics (April 1964) 74-80.
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Estimador de Estado

Observing the State of a Linear System

DAVID G. LUENBERGER, STUDENT MEMBER, IEEE

Summary—In much of medern control theory designs are based
on the assumption that the state vector of the system to be controlled
is available for measurement. In many practical situations only a few
output quantities are available. Application of theories which agsume
that the state vector is known is severely limited in these cases. In
this paper it is shown that the state vector of a linear system can be
reconetructed from observations of the system inputs and outputs.

It ig shown that the observer, which reconstructs the state vector,
is itself a linear system whose complexity decreases as the number of
output quantities available increases. The observer may be incorpo-
rated in the control of a system which does not have its state vector
available for measurement. The observer supplies the state vector,
but at the expense of adding poles to the over-all ystem.

I. INTRODUCTION

N THE PAST few vears there has been an increasing
j]:[ percentage of control system literature written [rom
the “state variable” point of view [1]-[8]. In the
case of a continuous, time-invariant linear svstem the
state variable representation of the system is of the
form:
W) = Aw(t) + Bxlt),
where
y(f) is an (mX 1) state vector
x(f) is an (m X1} input vector
A is an (m¥n) transition matrix
B is an (n¥m) distribution matrix.

L s R R | L (]

techniques have been developed to find the function F
for special classes of control problems. These techniques
include dynamic programming [8]-[10], Pontryagin's
maximum principle [11], and methods based on Lya-
punov's theory [2], [12].

In most control situations, however, the state vector
is not available for direct measurement, This means
that it is not possible to evaluate the function F[y(1), ¢].
In these cases either the method must be abandoned or a
reasonable substitute for the state vector must be found.

In this paper it is shown how the available system in-
puts and outputs mav be used to construct an estimate
of the system state vector. The device which recon-
structs the state vector is called an observer. The ob-
server itsell as a time-invariant linear system driven by
the inputs and outputs of the system it ohserves.

Kalman [3], [13], [14] has done some work on this
problem, primarily for sampled-data systems. He has
treated both the nonrandom problem and the problem
of estimating the state when measurements of the out-
puts are corrupted by noise. In this paper only the non-
statistical problem is discussed but for that case a fairly
complete theory is developed.

It is shown that the time constants of an observer can
be chosen arbitrarily and that the number of dynamic
elements required by the observer decreases as more

Teoria de Control




Estimadores de estado

Estimador de Estado
Dado un modelo de estado discreto observable: X(k +1) = Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k)

A pesar de conocer A, B y C, se suponen inaccesibles a algunas de las variables
de estado.

Se propone “estimar” las variables a partir de una copia del modelo:

Planta
u(k) | x(k+1)=Ax(k)+Bu(k)| Y(K) Si las condiciones iniciales de la
y=Cx(K) T copia son las mismas que las del

modelo, el comportamiento de la
variable real y la estima es

-1 X(k) idéntico. Si esto no se cumple, la
:T estima tendra un error.
A
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Para corregir el problema anterior se propone una realimentacion del error entre la
salida del sistema y la salida estimada con la idea de que si este error tiende a
cero las variables de estado tienen el mismo valor.

uik)

Planta

ik

e(k) = y(k) = y(k) = y(k) —Cx(k)

=0

+

R(k +1) = AX(K) + Bu(k) + He(k)

k)

R(k +1) = AR(k) + Bu(k) + H(y(k) —C&(k))

R(k +1) =(A—HC)&(k) + Bu(k) + Hy(k)

Estimador de estados

\

_/
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Estimador de Estado

Ahora se debe determinar si en realidad el modelo planteado estima las variables
del sistema. Para ello se analiza el modelo del error entre las variables de la planta
y las variables estimadas.

X(k+1) =A-x(k)+B-u(k)
X(k+1) = (A— HC)-)?(k) +B-u(k)+H -y(k)
Se define el error entre las variables del sistema y las estimadas como
X(k) = x(k) —X(k)
Calculando la diferencia entre los modelos queda:
X(k+1)=x(k+1)—x(k+1)

y(k) ]

%(k +1) = Ax(k) + Bu(k) —| (A— HC) %(k) + Bu(k) + H Cx(k)

)'Z(k +1) = (A— HC))'Z(k) Teoria de Control
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Analizando el modelo del error:
%(k +1) = (A— HC)X(K)

Puede verse gue el modelo del error entre las variables reales y estimadas es un
sistema homogéneo y su respuesta dependera exclusivamente de los autovalores
de la matriz (A-HC) , por lo tanto si estos autovalores son estables , el error
tiende a cero asintoticamente, caso contrario el error diverge.

Por este motivo se denomina a este estimador, “Estimador asintotico de
estados”.

El error entre las variables se hace cero a la velocidad de los autovalores de (A-
HC), siempre que H sea una matriz no nula.

Se deben asegurar los autovalores de (A-HC) con médulo menor que la unidad,
como A y C son conocidas se debe encontrar una matriz H que asigne los
autovalores del error a posiciones estables.
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Estimador de Estado
CASQO SISO:

4 )
Se plantea la hipotesis que si el modelo de la planta es

observable, entonces se puede encontrar una matriz H que ubique

los autovalores de (A-HC) a posiciones arbitrarias.
\ _J

Si la planta es observable puedo llevar al modelo a la forma canonica
observable (MCO) mediante la transformacion lineal:

=V

Considerando el polinomio caracteristico del modelo de la planta:

Det[zl -A]=2"+a,z"" +..+8,2° +a,2+3,
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Forma canonica observable

00 0 .. 0 -a "
1 0 0 .. 0 —a
010 ..0 -
%(k +1) = % %K)+ - |ue
000 .. 1 -a L

y(k) =[0 00 .. 0 1] %K)

x(k +1) = AX(k) + Ba(k)
y(k) = Cx(Kk)

Teoria de Control
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Forma canonica observable

Se plantea un estimador para el modelo canonico , por lo tanto se calcula la
matiz (A-HC)

000 .. 0 -a] [h
1 00 .. 0 —a h,
— - |01 0 .. 0 - h,
(A-A C)= % |0 00 .. 01

(0 0 0 .. 0 -a-h 000 .. 0 —g
1 00 .. 0 -a-h, 1 00 .. 0 -a
0 1 0 .. 0 —a-h 010 .. 0 —a

000 .. 1 -a-h| (000 .. 1 -

o, . coeficientes de la ecuacion caracteristica del estimador
Teoria de Control @
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Forma candnica observable

La matriz resultante tiene la forma del MCO, donde ahora los coeficientes de la
ecuacion caracteristica son:

&, :ai"'ﬁi

Con lo cual, los componentes del vector realimentacion se pueden calcular
como: _

h :(ai _a'i)

Esto significa que si se conocen los coeficientes de la ecuacion caracteristica del
estimador , se pueden hallar los elementos del vector H.
Suponiendo conocidos los autovalores deseados para el estimador :

Ay Ay Ay

Se halla el polinomio caracteristico deseado para el estimador de la siguiente
forma:

(z-A)(z-4)..(z-4)=2"+a, " +..+ 2+
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Forma canonica observable

Finalmente: 44
— |a,—-a
H=| 2 %

| O — &y

Este vector reasigna los autovalores del MCO.
Transformando el modelo candnico a la forma de la planta original

(A—H C)=(P*AP-H CP)= Pl(A—PH_ CJP
H

Puede verse que la matriz que reasigna los autovalores para el modelo original es:

H=PH

Si el modelo de la planta es observable se pueden asignar
arbitrariamente los autovalores de (A-HC)
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Conclusiones

« Si el modelo es observable se puede calcular H del MCO en funcion de los
coeficientes de la ecuacion caracteristica deseada para el estimador y los del
sistema a estimar.

« Se halla la matriz de transformacion al modelo canénico como: P =V \/

» Se lleva el vector de realimentacion del modelo canonico, al modelo original
como: H=PH

uik) yik)

Planta

* Finalmente, el modelo del estimador resulta:

R(k +1) = (A—HC)R(k) + Bu(k) + Hy(k) Estimador

¥ s
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Estimacion con ruido n(k)
Considere una planta en la que la senal 1oy
utilizada para el estimador se encuentra ulk) Planta - —
perturbada.

x(k +1) = Ax(K) + Bu(k)
y(K) = Cx(K) + n(k)

Aplicado esta senal al estimador:

R(k +1) = (A—HC)R(k) + Bu(k) + Hy(k)

El modelo del error entre las variables de estado originales y estimadas resulta
de la forma:

%(k +1) = x(k) — (k) = (A= HC) X(k) + Hn(k)

Ahora, el error se va a ver propulsado por la sefial n(k), cuanto mayor sea el
valor de los elementos de la matriz H , mayor seréa el error y por lo tanto peor
sera la estima de las variables del sistema.
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Consideraciones acercade la convergencia del estimador

La velocidad con la cual el valor de la variable estimada se aproxima al
valor de la variable real, depende de la ubicacion de los autovalores de la
matriz (A-HC). Cuanto menor sea el médulo de los autovalores, mas rapido
se extingue el error.

Es decir que el estimador cuyos autovalores se encuentren todos ubicados
en cero es el gue mayor velocidad de respuesta va a tener y se podria decir
en terminos de sistemas discretos que el ancho de banda es infinito. Sin
embargo, esta situacion se contrapone con el hecho de que los valores de los
elementos de H crecen considerablemente y por lo tanto es menos inmune a
las perturbaciones en la medicion de la salida.

Existe una relacion de compromiso entre la velocidad de
convergencia del error y la inmunidad a las perturbaciones
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Propiedad de separacion
Se considera un sistema realimentado a partir de las variables estimadas, cuya

ley de control es: u(k) = r(k) —kx(k)
Planta
0+~ k) | xlch=Ax(l)-Budk)| YK
o y=Cx(k)
Estimador

Ji
Kx
K

Se van a analizar las caracteristicas principales del sistema resultante,
compuesto por las variables de estado de la planta mas las variables de estado
del estimador.
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Propiedad de separacion
Se plantean las ecuaciones de estado de la planta y del estimador, y la ley de

control x(k +1) = Ax(K) + Bu(k)
R(k +1) = (A—HC)R(k) + Bu(k) + Hy(k)
u(k) = r(k) —kx(k)

Se reemplaza la ley de control en las ecuaciones:
X(k +1) = Ax(k) + Br(k) — BKX(k)
R(k +1) = (A—HC)R(K) + Br (k) — BKR(k) + Hy(k)

R(k +1) = (A—HC — BK )%(k) + Br (k) + Hy(k)

Finalmente, se genera un modelo de estado compuesto, con las variables de
estado reales y las estimadas, que representa la situacion planteada:

{x(k+1)} {A _BK Hx(k)} H
: = U | rk)
%(k+1)| |HC A-HC-BK||%(k)| |B
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Propiedad de separacion

El comportamiento del sistema compuesto esta determinado por los autovalores
de la matriz de la planta, para que resulte mas sencillo el analisis se aplica una
transformacion lineal en donde se reemplazan las variables estimadas por el error,

esta transformacion no modifica los autovalores:
X(K) B | 0 || x(k) B X(k)
X()| |1 =1 RK)| | x(k)-%(k)
El modelo transformado tiene la siguiente forma:
X(k +1 A-BK BK X(k B
~( )| _ ~( ), IBl, (K)
X(k +1) 0 A—HC | | X(k) 0
- e .
Para hallar los autovalores del sistema compuesto debo hacer:

det(zl — A*) =0
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Propiedad de separacion

Calculando el determinante de la matriz de la planta del sistema compuesto
transformado, la expresion resulta:

sl —(A—BK) BK } 0

det(zl —A*):det{ 5 . —(A— HC)

Al ser todas las sub-matrices de A* matrices cuadradas, el determinante se
puede calcular con su desarrollo por menores y adjuntos

det(zl — A¥) = det (zI —(A—BK))-det(zl —(A—HC))=0

De aqui se puede ver que los autovalores del modelo compuesto resultan ser
los de la planta realimentada mas los del estimador. Sin embargo se necesita
determinar si los autovalores del estimador intervienen en la respuesta de las
variables de la planta del sistema realimentado.
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Propiedad de separacion

. y(k)

® Planta

y(k)

Estimador

Kx(k) 2(k)

 La transferencia Y(z)/R(z) contiene solamente los autovalores controlables y
observables del modelo.

 Desde la estima de y(k) todas las variables son observables, sin embargo desde
y(K) las variables del estimador no son observables, ya que resulta una entrada del
estimador.

* => En Y(2)/R(z) aparecen solo los autovalores de A-BK, como si en vez de

realimentar la estima de x(k) se realimentara x(k).
Teoria de Control
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Propiedad de separacion

y(k)
W o Plant

y(k)

Estimador

Ex(k -
Finalmente: (k) x(k)

El vector de realimentacion K se calcula como si se realimentara x(k) en vez

de su estima.
Teoria de Control @
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Ra=2 Q)
La=5 mHy
J=0.005 Nms?
B1=0.005 Nms
Kt=0.7 Nm/A
Kw=0.8 Vs
Modelo de estado continuo ¥ o
i ] —h
—E _M 0 B 1 7] 12 o ——= I o
o |= —% —? 0| |@|+| O |E 0
g 0 1 0 0 0 06
L _ B B 04
a y/
0=[0 0 1] | w : T

0 000 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1

0
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Ejemplo

Modelo de estado discreto

la 0.6617 -0.1313 0| la 0.1642
o [(k+1)= | 0.1149 09892 0|l o |[(k)+| 0.01228 |E(kK)
% 6.14-10° 0.0009961 1| & 4.229-10°
la
0=[0 0 1] | @ |(k)
0

Modelo Candnico Observable

0 0 0.6697 3.461-10°
x(k+)= |1 0 -2.321 |X(k)+|1.533-10° |E(K)
0 1 2651 4.229.10°

49=[O 0 1] X (k)
Teoria de Control
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Ejemplo
Calculo de la matriz de transformacion

0 0 1 0 0 1 10544 7062 4599
V = |0.0001 0.0001 1 V=10 1 2.6509 P=VV=| -650 569 1374
0.0002 0.0020 1 1 2.6509 4.7067 0 0 1

Se considera ubicar los autovalores en z=0 por lo tanto :

0.6697 2862.6
H=|-2.321 H=PH |1887.4
2.651 2.7

El modelo del estimador resulta:

0.6617 -0.1313 -2862.6 0.1642 2862.6
R(k+1)= | 0.1149 0.9892  -1887.4 |X(k)+| 0.01228 |u(k)+|1887.4 |y(k)
6.14-10° 0.0009961 -1.651 4.229-10° 2.7

Teoria de Control
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Ejemplo

SIMULACION

En la simulacion se va a mostrar :

> La evolucion del estimador para distinta asignacion de autovalores .

» Como influye la eleccion de los autovalores del estimador en el transitorio del
error entre las variables reales y estimadas.

» Para mediciones de las salidas con ruido, como afecta la eleccion de los
autovalores del estimador en el ruido presente en la estima de las variables del

modelo.

Teoria de Control
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Sistemas no observables

Dado el modelo de estado x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k)
e
. . CA . .
LLa matriz observabilidad del modeloV = tiene rango=j <n
_CAn_l_

Por lo tanto el modelo resulta INOBSERVABLE

» ¢Puedo disenar un estimador que estime todas las variables del sistema?
> Si es posible , ¢ puedo asignar arbitrariamente sus autovalores?

Teoria de Control @
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Sistemas no observables
Para el estimador: X(K+1) = [A— HC] X(k)+B u(k)+H y(k)

La convergencia del error depende de los autovalores de (A-HC).

Por lo tanto cualquier valor de H = Q que satisfaga la situacion anterior estima
las variables del sistema.

Si el rango de la matriz observabilidad es Rg[V]= ] , entonces la matriz V tiene |
filas L.1. ~ _

C A
> ] filas L.I.
CA'™
V = . -
CA'
>(n— ]filas L.D
CA™

Teoria de Control
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Sistemas no observables

Si la matriz \/ es de rango n puedo reasignar todos los autovalores del sistema.
Como V es de rango |, se aplica una transformacion lineal que separe las
variables observables de la no observables.

x(k) =T x(K)

La transformacion que realiza esta operacion se contruye de la siguiente forma:

C

CA'
1:1

n—]

N

- ] filas L.1.

*(n—J) L.
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Sistemas no observables

Las matrices de la planta transformada se calculan como:

A=TAT?* B=TB C=CT?

El modelo transformado, queda de la siguiente forma:

MESHEN

=N

A
Y(k+1):{§°}(k+1)={21 AOJ

n 1 2

y(k)=[c, 0] X(k)

%/_J

C

Teoria de Control @
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Sistemas no observables

Las representacion del modelo transformado puede verse en el siguiente diagrama:
X (k+1) [ X (K)
—> 0, >O—» 2 —>

Clt)<~ A, <
L A21 hEm
u(k) Xo(k+ )= y(K)
—— b, z —1» ¢ —>
X,(K)
A, €

Las variables x,, resultan inobservables ya que no aparecen en la salida ni tampoco

en la ecuacion de las j primeras variables.
Teoria de Control @
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Sistemas no observables

En la matriz Allse encuentran los autovalores reasignables, es decir los
observables; y en la matriz Azz los autovalores no reasignables, es decir los no

observables.

4 )

Si los autovalores de la matriz Azz resultan estables se dice que el
modelo de estados NO OBSERVABLE es DETECTABLE
\. y,

Por lo tanto, se pueden reasignar solamente los autovalores de A11 y si los
autovalores de esta matriz fuesen inestables siempre se puede disefiar un
estimador para todas las variables del sistema si el mismo es detectable.

Teoria de Control @
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Sistemas no observables
Procedimiento:
» Hallar la matriz observabilidad V y verificar el rango.
> Si el Rg[V] < n, hallar la matriz T de transformacion.
> Aplicar la transformacion lineal  X(K) =T X (k)
> Hallar los autovalores de A para determinar si es detectable.
» Utilizar el par [Ay;,c,] para hallar el vector Ho que reasigna los autovalores a
posiciones deseadas para el sub_modelo observable

» Completar el vector H de longitud j a n elementos agregando ceros

i
H :{Ho o...o}
-]

> Transformar el vector al modelo original H =T *H

Teoria de Control
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Sistemas no observables
Ejemplo:

La figura muestra un sistema de U_T

nivel de liquidos en el cual se
desea controlar el nivel h3,
mediante realimentacion de
variables de estado, comandando
el actuador que regula el caudal

Q1.

Los datos del sistema son:
Al =12 m?

A2 = 45 m?

A3 =15 m?

R1 =120 seg /m?

R2 = 360 seg /m?

R3 =72 seg /m?

R4 = 300 seg /m?

K

q

Como solamente se cuenta con un sensor de nivel en el tanque a controlar , se

pretende utilizar un estimador para generar las variables faltantes. Analice la
factibilidad del diseio del estimador.

Teoria de Control
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Sistemas no observables
Ejemplo:

El modelo eléctrico equivalente es el siguiente:

hl

R2

QlC

) -

Al

NV

h3

R1

R4
A3

Planteando nodos se llega al modelo de estados:

h1 )
R1

_L[LJFRL} . 1R K,
R T A h
h, |= — = h,|[+] 0 [U ; h=[0 0 1] |h,
i, AR AR n!| | o h,

1 111 1
0 ——|=F=
B Ast %|:R2 R4}_ ) )
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Sistemas no observables

Ejemplo:

El modelo de estado discreto es:

h, 0.9908 0 0.002299 h, 0.008295 h,

h, |(k+1)=|0.00184 0.9969 2.132x107° | | h, |(k)+|7.684x10° |U(k) ; h,=[0 0 1] |h, |(k)
h, 0.00184 0 0.9959 h, 7.682x10°° h,
La matriz observabilidad resulta:

0 0 1
V =[0.0018 0 0.9959 Rg[V]=2

0.0037 0 0.9919

Se arma la matriz de transformacion para separar las variables observables:

o o0 1
T=[0.0018 0 0.9959 Rg[T]=3
0 1 0
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Sistemas no observables

Ejemplo:
El modelo de estado transformado queda:
0 1 0 7.682x107°
X(k+1)=|-0.9868 1.987 0 |x(k)+|2291x10° |U(k) ; h,=[1 0 0] x(k)
—0.9964 1 0.9969 7.684x10°°

Las matrices del sub-modelo observable son:

N UUR BTOR )
A= ~0.9868 1.987 L

Considerando un estimador con una constante de tiempo de 500 seg. Los
autovalores resultan:
z, =0.9802 z, =0.9802

El vector para el estimador del sub-modelo observable es:

oo 0.0263
°10.0263
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Sistemas no observables

Ejemplo:
El vector del estimador para el modelo transformado:
0.0263
H =|0.0263
0

El vector para el estimador del modelo original es:

0.0632
H= 0
0.0263

Finalmente el modelo del estimador queda:

0.9908 0 —0.06093 0.008295 0.06323
X(k+1)=|0.00184 0.9969 2.132x107° | R(k)+|7.684x10° |U(K)+| 0  |hy(k)
0.00184 0 0.9696 7.682x107° 0.02632
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Ejemplo

SIMULACION

En la simulacién se va a mostrar :

» La evolucion del estimador para distinta asignacion de autovalores .
» Como queda evidenciada la imposibilidad de asignar todos los autovalores del
estimador , en el transitorio del error entre variables reales y estimadas.
» Para mediciones de las salidas con ruido, como afecta la eleccion de los
autovalores del estimador, en el ruido presente en la estima de las variables del

modelo.

Teoria de Control
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Sistemas MIMO observables

Considere un sistema representado mediante variables de estado en el cual
existen multiples salidas.

H1 —» —» Y,
2 —™
u3 ] .' YE

U, —» PLANTA —  *Ys

U, — Yo
U ——» —» Y,

Es decir que:

x(k +1) = Ax(k) + B u(k)
y(k) =C x(k)

En donde la dimensiones de C son [g X n].
Se considera que desde las g salidas el sistema es observable

Teoria de Control
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Sistemas MIMO observables

Es posible que, si bien el modelo posee varias salidas, el sistema resulte
observable desde una sola de ellas.
Se considera la matriz C

Cada una de las filas de esta matriz corresponde al vector para cada una de las

salidas del modelo MIMO
Teoria de Control @
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Sistemas MIMO observables
Si el sistema resulta observable desde una salida en particular :

V.= y se cumple que Rg(V;)=n

GAT

Se puede disefiar un estimador utilizando esta salida y asignando la totalidad de
los autovalores del estimador:

. o
PlaIltﬂ Fi(k)
' v, (&)

Teoria de Control @
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Estimadores de estado

Sistemas MIMO observables

En el caso de plantear un estimador de estados sobre todas las salidas la matriz
H resulta de [nxq].

Yi(K)
70

Ya ('k)

u(k) Planta

%(K)

En tanto, debido a que el objetivo es asignar los n autovalores de la matriz A-
HC. La cantidad de elementos de H excede esa condicion por lo que, para una
dada ubicacion de los autovalores existen infinitas matrices H que permiten esa

ubicacién.
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Estimadores de estado

Sistemas MIMO observables

Se plantea un método que permita hallar una de las matrices H gue permitan
reasignar los autovalores de A-HC .

Se propone una Unica salida que resulta se combinacion lineal de las salidas
existentes denominada salida ficticia.

y*(K) = 1Yy (K) + T, - Yo (K) 4ot T - Yo (K) = F - y(K)

Con F =[f1 f, .. fq] , en donde los valores de fi son elegidos
arbitrariamente.

El modelo de estado con la nueva salida resulta:
x(k +1) = A x(k) + B u(k)
y*(k)=F C x(k) =C*x(k)

C
En este caso, C* resulta ser un vector fila
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Estimadores de estado

Sistemas MIMO observables

Ahora, se plantea disefiar un estimador de estado a partir de la salida y*(k).
Para ello se requiere que la observabilidad de la planta original se mantenga es
decir que :

C*

V= C*-A y el rango de V* es Rg(V*) =n

C*.A™

Los elementos del vector F deber mantener la
observabilidad del modelo.

Al tener el modelo resultante, una sola salida se plantea un estimador SISO
totalmente controlable por ejemplo, a partir del Modelo Canonico Observable

Teoria de Control



Estimadores de estado

Sistemas MIMO observables

Una vez establecidos los autovalores para el estimador (4 4, ... 4,)
se halla el vector H* para el estimador a partir de la salida ficticia.
El modelo del estimador resultante es:

f(k +1) = (A= H*C*) R(K)+B u(k)+H*y*(k)

Reemplazando y* y C* por su equivalente del modelo original

R(k +2) :[A— H*F cj R(K)+B u(k)+ H *F y(k)
c* T

La matriz que multiplica a y(k) es una de las que reasignan los autovalores del

estimador a las posiciones deseadas. Es decir que:

H=H*F

Teoria de Control




Estimadores de estado

Sistemas MIMO observables

El modelo del estimador para el sistema de multiples salidas es:
R(k +1) = (A-HC) (k) +B u(k)+H y(k)

La matriz de realimentacion H, tiene en cuenta a todas las salidas.

Caracteristicas particulares

> Las columnas de la matriz H son combinacion lineal entre si.

»  Se pueden utilizar salidas cuyo contenido de ruido sea bajo y el error
cometido en la estima puede verse reducido comparado con el que se
obtendria desde una sola salida con ruido
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Estimadores de estado

Ra=2 Q)
La=5 mHy
J=0.005 Nms?
B1=0.005 Nms
Kt=0.7 Nm/A
Kw=0.8 Vs
Modelo de estado continuo ¥ o
i ] —h
—E _M 0 B 1 7] 12 o ——= I o
o |= —% —? 0| |@|+| O |E 0
g 0 1 0 0 0 06
L _ B B 04
a y/
0=[0 0 1] | w : T

0 000 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1

0
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Estimadores de estado

Ejemplo

Modelo de estado discreto

la 0.6617 -0.1313 O0}| la 0.1642
o [(k+1)= | 0.1149 09892 0|l @ [(k)+]| 0.01228 |E(k)
0 6.14-10° 0.0009961 1| & 4.229-10°
W 0 0 1 la
= w | (k)
10) 0 10
- 0

Matriz Observablilidad:

0 0 1.0000 |
0 1.0000 0
0.0001 0.0010 1.0000
0.1149 0.9892 0
0.0002 0.0020 1.0000
10.1897 0.9634 0

El rango de esta matriz es: Rg(V)=3 e @l Carie @



Estimadores de estado

Ejemplo
El vector para generar la salida ficticiaes: F= [ 1

El vector C* para salida ficticiaes: c*=Fc= |1 1]{3 ° ﬂ:[o 1 1]

Ahora la matriz observabilidad del nuevo modelo es:

C* 0 1
V*¥= | C*A |=[0.1150 0.9902
c*A? 0.1899 0.9654 1

= e

El rango de la Matriz Observabilidad es 3, por lo tanto la eleccion del vector F es

correcto.
El modelo Canonico Observable del sistema ficticio es:

0 0 0.6697
X(k+1)= =1 0 —2.3206 [x(k)+Bu(k) ; y*Kk)=[0 0 1]x(k)
0 1 2.6509

Teoria de Control



Estimadores de estado

Ejemplo 46420 40614 98135

La Matriz de transformacion queda: pP=Vv7v_=|-54.3222 -54.2678 -53.2140
54.3222 54.2678  54.2140

Se considera ubicar los autovalores en z=0 por lo tanto :

0.6697 13.4814
H=|-2321 H*=PH | -51.5107
2.651 54.1616

13.4814  13.4814
La matriz H para el sistema MIMO resulta: H=H=*F= |-51.5107 -51.5107
54.1616  54.1616

Finalmente el estimador tiene la siguiente expresion:

0.6617 -13.61 -13.48 0.1642 13.4814  13.4814
R(k+1)= =| 01149 525 5151 |R(k)+| 0.01228 |u(k)+ |-51.5107 -51.5107 |y(K)
6.14x10° -54.16 -53.16 4.229%10° 54.1616  54.1616
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Estimadores de estado

Ejemplo

SIMULACION

En la simulacién se va a mostrar :

» Laevolucion del estimador para distinta asignacion de autovalores y distintos
valores de las componentes del vector F.

» Como influye la eleccion de las componentes del vector F en el transitorio del
error , para la misma ubicacion de autovalores.

» Para mediciones de las salidas con ruido, como afecta la eleccion de los
elementos del vector F en el ruido presente en la estima de las variables del

modelo.
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Estimadores de estado

Estimador de orden reducido

Los estimadores utilizados hasta aqui, permiten obtener la totalidad de las
variables de estado a partir de la salida del modelo. En aquellos sistemas donde
se miden distintas sefales, es posible estimar aquellas variables que no se
pueden calcular de las sefales medidas.

Dado el siguiente modelo de estado:

x(k +1) = Ax(k) + B u(k)
y(k) =C x(k)

En donde la dimensiones de C son [q x n]. Las g salidas son linealmente

Independientes, por lo tanto q variables pueden ser calculadas directamente de

las salidas medidas.
El sistema puede ser representado separando las variables calculables de las

estimadas.

{Xa(kﬂ)}{ﬁn AZMX (k)} { }u(k) v =[G, c]{ (k)}
%k+D) || Ay A, [ %K) % (K)
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Estimadores de estado

Estimador de orden reducido

Se aplica transformacion lineal para pasar del modelo anterior a un modelo con
variables a estimar y salidas. Luego resulta:

|:Xa(k):| {Tn le}{xa(k)} {l 0}
v(k) = = T =
y(K) | [Ta Ty || %(K) G G

. J/

=
El modelo transformado queda:

v(k+1) = Av(k) +Bru(k)  y(k) =Crv(k)
con: A.=TAT! ,B,=TB y C;=CT1=[0 I].

Ahora, las ecuaciones del modelo transformado:

Xa (k +1) — Al'llxa (k) + Ar12 y(k) + BTlu(k)
Y(k "'1) — ATlea (k) + Arzz y(k) + BTZU(k)
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Estimadores de estado

Estimador de orden reducido

La expresion para el estimador es:
Xa(K+1) = Ary X, (K) + Arp Y(K) + Bryu(k) + Hey (k)

En la ultima expresion, el error e-(k) no se puede calcular como en el estimador de
orden completo ya que y(k) estimada no puede ser determinada solo a partir de las
variables x,(k) y ademas porque y(k) no contiene informacion respecto a la estima

de x,(k). Por lo tanto, se redefine e;(k) como:

e (K) = y(k+1) = Ay X, (K) = Ar Y(K) = Brou(k)
Operando se obtiene:
Xa(K+1) = Ay X, (K) + A Y (K) + Bryu (k) +...
A H YK +D) = AR, (K) = A,y (K) = Brou (k)
R (k+2) = Hy(k +1) = (A, — HA ;) %, (K) +...
-"+(Ar12 - HArzz) y(k) +(BT1 - HBTz)u(k)
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Estimadores de estado

Estimador de orden reducido
R (k+1) = Hy(k +1) = (A — HA, ) R (K) + .
-""'(Arlz_HArzz)y(k) +(BT1_HBT2)u(k)

En esta ultima expresion, el término y(k+1) no es conocido en el instante k, por
lo tanto para solucionar este inconveniente se plantea el siguiente cambio de las

variables a estimar: W(k) = % (k) — Hy (k)

Entonces queda
W(k +1) = (ATll ~ HAr21))A(a(k) _(Ar11 - HATZl) Hy(k) +...
"'+(AT11 B HAr21) HY(k)"‘(Arlz - HArzz) Y(k) +(BT1 B HBTz)u(k)

A H

r N\ r N\

(k1) = ( Ay — HA WO + (A, — HA , + A H — HAH) y(K) + .
. +(By,— HB,,)u(k)

. v

B Teoria de Control
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Estimadores de estado

Estimador de orden reducido
El estimador de orden reducido finalmente resulta:
Wik +1) = AWk) +H, y(k) + B.u(k)

Las variables estimadas no se corresponden con las variables que se requerian
estimar. Para hallar estas variables se calcula:

X, (K) =W(k) + Hy(k)

En forma matricial el vector de estado queda:

{)A(a(k)}_{l H}{W(k)}
y()] [0 1 ][ y(k)

Finalmente la estima delas variables del modelo original se calculan como:

|:),Za(k):| _-t Fa(k)}
%K) | y(k)

Teoria de Control



Estimadores de estado

Estimador de orden reducido

Calculo del error de las variables estimadas
Se define el error en la estima de las variables como: X, (K) =X, (k) — X, (K)

Teniendo en cuenta que:
Xa (k+1) = ATllxa (k) + Ar12 y(k)+ BTlu (k)
Xa(K+1) = Ary X, (K) + Arp Y (K) + Bryu (k) + Heyr (k)
Se obtiene:
X, (k +1) = A%, (k) + He, (K)
e, (k) = y(k+1) - 9(k +1)
€ (k) = ATlea(k) T Arzz y(k) T BTzu(k) - Ar21)A(a (k) - Arzz y(k) - BTZU(k)
Finalmente:

)?a(k +1) = (ATll - HArzl))za(k)

Luego, el calculo de la matriz H se realiza a partir de la asignacion de los
autovalores de la matriz Ae. Teoria de Control




Estimadores de estado

Estimador de orden reducido
Diagrama en bloques

k
g y(K)

"N

Estimador W(k) * % (K)
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Estimadores de estado

Ra=2 Q)
La=5 mHy
J=0.005 Nms?
B1=0.005 Nms
Kt=0.7 Nm/A
Kw=0.8 Vs
Modelo de estado continuo ¥ o
i ] —h
—E _M 0 B 1 7] 12 o ——= I o
o |= —% —? 0| |@|+| O |E 0
g 0 1 0 0 0 06
L _ B B 04
a y/
0=[0 0 1] | w : T

0 000 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1

0
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Estimadores de estado

Ejemplo

Modelo de estado discreto

la 0.6617 -0.1313 O0}| la 0.1642
o [(k+1)= | 0.1149 09892 0|l @ [(k)+]| 0.01228 |E(k)
0 6.14-10° 0.0009961 1| & 4.229-10°
W 0 0 1 la
= w | (k)
10) 0 10
- 0

Matriz Observablilidad:

0 0 1.0000 |
0 1.0000 0
0.0001 0.0010 1.0000
0.1149 0.9892 0
0.0002 0.0020 1.0000
10.1897 0.9634 0

El rango de esta matriz es: Rg(V)=3 e @l Carie @



Estimadores de estado

Ejemplo
En base a las variables medidas (salidas), se determina que la variable a estimar

es la (k). La matriz de transformacion que lleva al modelo con variables a estimar
y salidas es la siguiente:

) 100
v(k):{xa(k)}:T xk) : T=l0 0 1
y(K) T

El modelo transformado queda de la siguiente forma:

0.6617 0 -0.1313 1.642 01 0
v(k+1)=|6.14x10"° 1 9.961x10°* |v(k)+|4.229x10°° | u(k) ; y*(k)= . X (k)
0.1149 0  0.9892 0.1228

Las sub-matrices para el calculo del estimador son:

6.14><105} ~ [1 9.961><104}
22

~[0.6617 ~[0 —-0.1313] _ _
A =] I A= I A {0.1149 0 09892
4.229%107 |

0.1228 Teoria de Control
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Estimadores de estado

Ejemplo
La matriz de la planta del estimador es:

6.14x10°°

=0.6617 —6.14x10°h, —0.1149h,
0.1149

A=A,-HA, :[0'6617]_[}]1 h2]|:

Para una dada ubicacion del autovalor de A, existen infinitas soluciones para H.
Para matrices H de dimensiones mas grandes se puede encontrar una solucion de
forma similar a la utilizada en los sistemas MIMO. En este caso, debido a su
sencillez, se adopta el valor de una de las incognitas y se calcula la otra.
Suponiendo el autovalor en cero y adoptando el valor de h,=1 queda:

 0.6617-6.14x10"
- 0.1149

A =0.6617—-6.14x10°—0.1149n, =0 ; h, _ 57587

Entonces la matriz H queda: H=[1 5.7587]
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Estimadores de estado

Ejemplo
Encontrada la matriz H, las matrices del estimador se calculan de siguiente
forma: A=A,—HA, =[0]
B,=B;,—H B, =[0.9351]
H,=A,—-HA,,+ A, H-HA,H=[-1.00 -5.8287]

En consecuencia la ecuacion del estimador resulta:

W(k +1) = [0.9351]u(k) +[~1.00 —5.8287]{0(k)}

ao(K)
Finalmente la variable estimada se calcula como:

I, (k) = W(k)+[1 5.7587]{0(@}

w(K)

En este caso, como las salidas son directamente las variables de estado, no es
necesario transformar las variables estimadas con la matriz T.

Teoria de Control




Estimadores de estado

Ejemplo

SIMULACION

En la simulacion se va a mostrar :

» Laevolucion del estimador para distinta asignacion de autovalores y distintos
valores de las componentes de la matriz H.

» El comportamiento de la variable estimada w(k).

» Como influye la eleccion de las componentes de la matriz H en el transitorio
del error , para la misma ubicacion de autovalores.

» Para mediciones de las salidas con ruido, como afecta la eleccion de los
elementos de la matriz H en el ruido presente en la estima de las variables del

modelo.

Teoria de Control
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Filtro de Kalman

Rudolf Kalman

Rudolf Kalman naci6 en Budapest en 1930. Luego de emigrar a los
Estados Unidos, en 1948, obtuvo su licenciatura en 1953 y su
maestria en 1954, en Ingenieria Eléctrica en el Massachusetts
Institute of Technology . Kalman completo su doctorado en 1957 en
la Universidad de Columbia en Nueva York. Kalman trabajé como
matematico investigador en el Instituto de Investigacion y Estudios
Avanzados, en Baltimore, Maryland desde 1958 hasta 1964. Fue
profesor en la Universidad de Stanford desde 1964 hasta 1971, y
luego un profesor de Investigacion de Posgrado, y el Director del ).,
Centro de Matematicas y Teoria de Sistema, en la Universidad de A
Florida desde 1971 hasta 1992.

A partir de 1973, también ocupo la catedra de Matematicas en Teoria de Sistemas del Instituto
Federal Suizo de Tecnologia en Zurich, Suiza.

Kalman es un miembro de la Academia Nacional de Ciencias de EE.UU., la Academia
Nacional de Ingenieria y la Academia Americana de las Artes y las Ciencias.

En 1958 cuando viajaba en tren de Princeton a Baltimore el tren se detuvo durante una hora a
las 11 pm en las afueras de Baltimore, entonces se le ocurrio aplicar el concepto de variables de
estado al filtro de Wiener.
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Filtro de Kalman

Rudolf Kalman

A New Approach to Linear Filtering
and Prediction Problems’

The classical filtering and prediction problem is re-examined using the Bode-
Shannon representation of random processes and the “state mransifion” method of
analysis of dynamic systems. New results are:

(1) The formulation and methods of solution of the problem apply without modifica-
fion to stationary and nonstationary stafistics and to growing-memory and infinite-
memory filters.

(2) A nonlinear difference (or differential) equation is derived for the covariance
manix of the opfimal estimation ervor. From the solution of this equarion the co-
efficients of the difference (or differential) equation of the oprimal linear filter ave ob-
tained without further calculations.

(3) The filtering problem is shown to be the dual of the noise-free regulator problem.

The new method developed here is applied to two well-imown problems, confirming
and extending earlier results.

The discussion is largely self-contained and proceeds from first principles; basic
concepts of the theory of random processes are reviewed in the Appendix.

R. E. KALMAN

Research Institute for Advanced Study.2
Baltimore, Md.

Introduction Present methods for solving the Wiener problem are subject to

a number of limitations which seriously curtail their practical

Ax nooRTANT class of theoretical and practical usefulness:

problems in communication and control is of a statistical nature.
Such problems are: (i) Prediction of random signals; (ii) separa-
tion of random signals from random noise; (i) detection of
signals of known form (pulses. sinusoids) in the presence of
random noise.

In his pioneering work, Wiener [1]° showed that problems (1)
and (1) lead to the so-called Wiener-Hopf integral equation; he
also gave a method (spectral factorization) for the solution of this
integral equation in the practically important special case of
stationary statistics and rational spectra.

Many extensions and generalizations followed Wiener's basic

(1) The optimal filter is specified by its impulse response. It is
not a simple task to synthesize the filter from such data.

(2) Numerical determination of the optimal mpulse response 1s
often quite mvolved and poorly suited to machme computation.
The situation gets rapidly worse with increasing complexity of
the problem.

(3) Important generalizations (e.g., growing-memory filters,
nonstationary prediction) require new derivations, frequently of
considerable difficulty to the nonspecialist.

(4) The mathematics of the dervations are not transparent.

Fimdameantal szaamntiane and their rancemancacs tend ta ha
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Filtro de Kalman

En los Estimadores Deterministicos la matriz de ganancia H se calculaba
situando los autovalores del estimador en un lugar determinado, que no cambiaba
con el tiempo. Es decir, la matriz de ganancia H del estimador es constante.

En esta presentacion, se presenta la forma de calcular la matriz K de un estimador
Optimo para un sistema con ruido y que en general es variable con el tiempo, por
lo que toma la forma K(k).

Partiendo de la ecuacion de estado y de salida de un sistema no estacionario, con
ruido de la forma:

x(k +1) = AK)x(k) + B(K)u(k) +v(k)
y(k) = C(k)x(k) +w(k)

donde las matrices A(k), B(k) vy C(k) son deterministicas y en general seran
variables en los sistemas lineales variantes con el tiempo, y v(k) v w(k) son los
procesos estocasticos de los ruidos del sistema y de medida respectivamente, que
se consideran ruidos blancos de media cero e independientes.
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Filtro de Kalman

Modelo de Estado:
X(k +1) = A(K)x(k) + B(k)u(k) +v(k)
y(k) =C(k)x(k)+w(k)

Diagrama en bloques:

v(K)

u(k)
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Filtro de Kalman

Consideraciones

Esperanza Matematica.

Covarianza.
o(xy)=E{ [x-x] [y-y]'}

Propiedades:

E{Ax+By}=AE{x}+BE{y}

o(AxBy)=Ac(xy) B =AE{ [x-x] [y-y]'| BT

Teoria de Control @



Filtro de Kalman

Consideraciones

Se consideran a v(k) y w(k) ruidos blancos de media cero e independientes
y que por lo tanto cumplen:

Efv(k)}=E{w(k)j=0
E (k) w' (k) = E fw(k) v" (k)]
Ev(k) V" (K)j=Q(K)
VIOV (J)}=0 k= ]
E (k) w' (k)= R(K)
Ew)w' (j)f=0 k=]

0

[T

Las matrices de covarianza Q(k) y R(k) son diagonales y por tanto
simétricas.
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Filtro de Kalman

El problema consiste en estimar el valor optimo del vector de estado x(k),

basandose en las medidas ruidosas y(0), y(1), y(2),..., y(k) que seran
conocidas, ademas de tener en cuenta que el vector de estado estara

contaminado con el ruido del sistema.

Se define el error de la estima como:
e(k) = x(k) —x(k)

El criterio para obtener el optimo es minimizar el indice de
comportamiento:

P(n)=E{e(n) e'(n)}

Es decir la matriz de covarianza del error e(k) ha de ser minima.

Teoria de Control @



Filtro de Kalman

Se asume que del estado inicial x(0) se conoce su esperanza matematica o
valor medio:
E{x(0)}=x(0)

que sera un valor deterministico, y ademas también se conoce la matriz de
covarianza del estado inicial (no del error):

E{ [X(O)—Y(O)] [x(O)_Y(O)T} _p

El estado inicial y el ruido cumplen:

E{ [x(0)-x(0)] v (k)} =E{ [x(0)-%(0)] w' (k)} =0

al ser independientes y ser la media de los ruidos blancos cero.
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Filtro de Kalman

Filtro de Kalman (Prediccion)

Calculamos una prediccion del estado x(k +1) , lo notaremos como %(k +1)
El valor de la prediccion es calculado a partir del valor méas actualizado
del estado (posteriormente veremos que es el estado corregido en la parte
final del algoritmo).

(k +1) = A(K)R(K) + B(k)u(k)

Predecimos el valor de la matriz de covarianza del error previo a la
medida P(k +1)
El error estara definido por:

8(k +2) = x(k +1) —K(k +2)
&(k +1) = AK)X(K) + B)u(k) +v(Kk) —[ AK)R(K) + BK)u(K)]
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Filtro de Kalman

Filtro de Kalman (Prediccion)

Entonces sera:

Pk+D) = E{ [AK)(x()~%())+v() ] [AG) (x(K)~2())+v() ] |

Operando:

P(k+1) = E{ | AK) (x(k) - %(K)) | [A(k)(x(k)—i(k))]T }+E{v(k) vT(k)}

E {v(k) V' (k)} =Q(k)

Queda por tanto:

P(k+1) =APK)A" +Q(k)
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Filtro de Kalman (Correccion)

El valor del estado se va a calcular a través del estado anterior y de una
correccion gue es funcion del error.
Esto es:

f(k+1) = K(k +1) + K (k +1)[ y(k +1)—C K(k +1)]

Correccion
y(k+1) es el tltimo valor observado.
X(k +1) eselvalor mas actualizado disponible del estado (calculado en la
fase de prediccion).
Se busca el valor de K(k+1) para conseguir un valor optimo de X(k +1) tal
que la matriz de covarianza del error sea minima.
\Volviendo a definir el error a partir de la variabe estimada:

e(k +1) = x(k +1) — R(k +1)
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Filtro de Kalman

Filtro de Kalman (Correccion)

Substituyendo:
e(k +1) = x(k +1) - K(k +1) - K[y(k +1) —C X(k +1)]

La medicion y(k+1) tiene el valor:

y(k+1)=C x(k +1) + w(k +1)

Por tanto:
e(k +1) = x(k +1) — X(k +1) — KC x(k +1) — K w(k +1) + KC %(k +1)

Agrupando:
e(k+2) =[1 - KC](x(k +1) - K(k +1)) - K w(k +1)
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La Covarianza de este error queda:

P(k+1) = E{([1 -KC](x(k +1) = X(k +1)) - K w(k +1))...
([ =KC](x(k+1) = K(k +1)) — K w(k +1))T}
P(k+1) = E{[[l —KC](x(k+D— %k +D) ][[1 -KC] (x(k+1) — R(k +1))]T}—

~E{ [Kw(k+D] [K wik+2)] |

siendo E{ [w(k+1)] [w(k+D)] | =R(k+1)

P(k+1)= [I —KC]E{ [X(k+1)— K(k+1)] [x(k +1) - X(k +1)]T}[| ~Kc] -
_K R(k+1) K
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Filtro de Kalman (Correccion)

Anteriormente ya se calculo que:
Bk +1) = E{ [X(k +1) = K(k +1)] [x(K +1) - K(k +1)]T}
Entonces queda:

Pk+1) = [I -KC]P(k+1)[1 -KC]' —K R(k +1) K”

Distribuyendo y derivando respecto de K para encontrar el minimo, se
llega a :

K(k+1) = P(k+1)CT[CP(k +)CT +R(k+1) |

Se puede comprobar que es el minimo a traves del Hessiano.
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Substituyendo el valor optimo queda :
P(k+1) = [I -KC] P(k+1)

Valores Iniclales

Para iniciar el algoritmo es necesario conocer las siguientes condiciones
de contorno:

»Un valor inicial del estado: x(0).

»El valor de la matriz de covarianza del error P(0) . Podemos asumir
que P(0) = Q.

»>Y los valores de las matrices de covarianza asociadas al sistema y a la
medida: Q y R.
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Algoritmo Recursivo
K—>(k+1)

/Etapa de Prediccion \ /Etapa de Correccion \

1-Predicciéon de Estado

1-Calculo del Vector de Ganancias
%(k +1) = AKK)R(K) + B(K)u(K) K(k+D) =Pk +1CT[CAKk+ICT +R(k+1) |

2-Prediccion de la Matriz
Covarianza

P(k+1) = AP(K)A" +Q(k)

2-Actualizacion del estado
R(k+1) =X(k+1)+ K(k +D)[y(k +1) -C X(k +1)]

3- Actualizaciéon de la Matriz Covarianza

\ / P(k+1)= [I -KC]P(k+1)
k=0 4 VQ// g

Valores iniciales (k+1) _)(k _|_1)
)A((k) P(k) Teoria de Control @
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State Estimation Using a Reduced-Order Kalman Filter

Briaw FE FarmErr

Deparment of Earth and Planetary Sciences, Harvard University, Cambridge, Massachuzerns

Petros I Ioarouw
Deparment af Physics, National and Capodisirian University af Athenz, Athens, Greece

(Manuseript raceived 5 September 2000, n final form 22 February 2001)

ABSTRACT

Winimizing forecast error requires acowrately specifying the initial state fom which the foracast is made by
optimally usmg available obsarving resources to obtain the most aceurate possible analysis. The Kalman filter
accomphishes this for a wids clazs of linear systems, and sxperience shows that the extendsd Kalman filter also
performs well in nonlinear systems. Unfortumately, the Kalman filter and the extended Kalman filter raquire
computation of the time-dependent error covanances matrx, which prezsnts a3 dannting compufational burden.
However, the dynamically relevant dimension of the forecast error system is generally far smaller than the full
state dimension of the forecast model, which suzgests the use of reduced-ordsr srmror meodels to obtamn near-
optimal state estimators. A method 15 desenbed and llustrated for implementing a Kalman filter on 2 reduced-
order approximation of the forscast srvor system. Tlos reduced-order system 15 obtamed by balanced truncation
of the Harkel operator vepresentation of the full emor system and 15 used fo construct a reduced-order Kalman
filter for the purpose of state identification in a time-dependent quasizecstrophic storm track model. The accuracy
of the state identification by the reduced-crder Kalman filter 15 assessed by comparizon to the fiue state, to the
state estimate obtained by the full Kalman flter, and o the state estimate obtained by direct insertion.

1. Introduction equations of a nonlinear system provides a first-order
approximation to the optimal data assimilation method,
which 15 valid 1n the linut of sufficiently small errors.
This nonlinear extension of the KF 1s referred to as the
extended Kalman filter (EKF; Ghil et al. 1981; Miller
et al. 1994; Ide and Ghil 1997; Ghil 1997).

Tinfartnataly tha WWalman filter and tha avtendad
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An important component of forecast error 15 error i
the analysis of the 1mtial state from which the forecast
15 made. Analysis error can be reduced by taking more
observations, by taking more accurate observations, by
taking observations at locations chosen to better con-
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Aplicaciones de filtro de Kalman en economia *

por JAIME TERCEIRO LOMBA

Departamento de Econometnia. Universidad Auténoma. Madrid.

I. INTRODUCCION

El filtro de Kalman (FK) es una de las contribuciones mas significativas hechas a la
teoria de control estocastico durante los dltimos anos. Sus aplicaciones en ingenieria,
especialmente en el campo aeroespacial. han sido numerosas.

El FK calcula la estimacion optima de las variables de estado de un sistema lineal
estocastico, cuando no todas las variables del mismo son directamente observables, y
ademas. estas observaciones estan contaminadas por ruido. En el Apéndice I damos,.
brevemente, su formulacién discreta.

S vinclos
[.as posibles anlicaciones del FK en economia son numerosas. De hecha. va ha sida - Sfarizr
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XT Reunion de Trabajo en Procesamiento de la Informacion v Control, 21 al 23 de septiembre de 2005

OBSERVADORES DE ESTADOS DE UN PROCESO DE FERMENTACION
ALCOHOLICA EN CONTINUO MEDIANTE FILTROS DE KALMAN
EXTENDIDOS

0. Lucia. Quintero. M
Instituto de Automatica INAUT, Universidad Nacional de San Juan Argentina
olquinte(@inaut.unsj.edu.ar.

Fernando di Sciascio
Instituto de Automatica INAUT, Universidad Nacional de San Juan Argentina
fernando(@inaut.unsj.edu.ar.

Resumen— La fermentacion alcoholica en
continuo con la Zymomonas Mobilis presenta altos
rendimientos de etanol, pero con

comportamientos altamente oscilatorios en las
variables del proceso. Desde el punto de vista del
control esto representa umna gran dificultad,
sumado a las propias de la medicion de algunos de
los estados del sistema, con el fin de ser utilizados

la concentracion de microorgamsmos en el
bioproceso, la implementaciéon de instrumentos de
medida es considerablemente costosa, va que las
técnicas v los principios fisicos empleados por estos
sensores incluye el uso de dispositivos de tltima
tecnologia lo que incrementa los costos de
produccién. Si bien muchas industrias cuentan con
los recursos economicos necesarios para ello, en
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II Conferencia de Ingenieria de Organizacion
Vigo, 5-6 Septiembre 2002

Aplicacion del Filtro de Kalman al Analisis y Prediccion de Entornos
Productivos Empresariales.

Isabel Fernandez Quesada’
' Lda. en C.C.EE.. ET.S.LLG. Universidad de Oviedo. bel@etsiig.uniovi.es

Director tesis David de la Fuente
RESUMEN

El filtro de Kalman, ha sido desde su aparicion en 1960, una herramienta matemadtica recursiva
ampliamente utilizada en el campo de la ingenieria, sobre todo, en temas relacionados con el
control. Si bien en los ultimos arnios pueden encontrarse aplicaciones en el ambito economico,
reducida podria calificarse atn su implantacion. La intencion de la tesis cuvo avance se expone en
este trabajo, es su aplicacion dentro de entornos productivos v mds concretamente, su utilizacion
como herramienta predictiva.
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Adaptive Kalman Filtering for INS/GPS

A. H. Mohamed, K. P. Schwarz

Department of Geomatics Engineering, The University of Calgary, 2500 University Drive NW, Calgary, Alberta, Canada T2N 1N4

Received: 14 September 1998 [ Accepted: 21 December 1998

Abstract. After reviewing the two main approaches of
adaptive Kalman filtering, namely, innovation-based
adaptive estimation (IAE) and multiple-model-based
adaptive estimation (MMAE), the detailed development
of an innovation-based adaptive Kalman filter for an
integrated inertial navigation system/global positioning
system (INS/GPS) is given. The developed adaptive

The fixed integration formulation has shown success in
fulfilling the accuracy requirements of many kinematic
applications. There were, however, always applications
where the accuracy requirements could not be fulfilled or
could not be fulfilled at all times. Examples are precise
engineering and cadastral applications requiring an root
mean square (rms) of 5-10 ¢cm in position and 10 arc-
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Applications of the Kalman Filter

Algorithm to Robot Localisation and
World Modelling

Leonie Freeston
Supervisor: Professor Rick Middleton
Electrical Engineering Final Year Project 2002

University of Newcastle, NSW, Australia

Background

The University of Newcastle has entered a robot soocer playing team in the Sony
Legged League of the RobaCup 2002 competition. This wabsite outlines the
lacalisation and warld modelling strategy for this beam, incCluding the use of Kalman
Filters for this task. Robot localisation is the process whereby a robot determines its
own position in the world in which it functions. World modelling is the process used
by & robat to determine the position of other objects in its world. The Kalman Filter
has been implemented for a robaot bo locate its own position and the ball position.
Communication between the robots has enabled cooperative world modelling to be
used to determine team strategy.

@ﬂuRﬂbo[iu p Soccer

RoboCup
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Obama Awards National Medals Of
Science And Techonology And
Innovation

WASHINGTON - OCTOBER 07: Rudolf Kalman of Swiss Federal Institute of
Technology in Zurich smiles after he was presented with a 2008 National Medal of
Science by U.S. President Barack Obama during an East Room ceeremony October
7, 2009 at the White House in Washington, DC. Obama presented medals to
recpients of the 2008 National Medal of Science and the National Medal of
Technology and Innovation.

In this photo: Rudolf Kalman
Photo: Alex Wong/Getty Images

Oct 07, 2009
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Ra=2 Q)
La=5 mHy
J=0.005 Nms?
B1=0.005 Nms
Kt=0.7 Nm/A
Kw=0.8 Vs
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