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Observadores o Estimadores de Estado 

El concepto de observadores puede atribuirse a 

David G. Luenberger, que lo desarrolló como 

resultado de su tesis doctoral (Stanford 
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de orden reducido y transformaciones canónicas. 
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Estimador de Estado 

Dado un modelo de estado discreto observable:     
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A pesar de conocer A, B y C, se suponen inaccesibles a algunas de las variables 

de estado.     

Se propone “estimar” las variables a partir de una copia del modelo: 

Estimadores de estado 

Si las condiciones iniciales de la 

copia son las mismas que las del 

modelo, el comportamiento de la 

variable real y la estima es 

idéntico. Si esto no se cumple, la 

estima tendrá un error. 
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)(ˆ)()(ˆ)()( kxCkykykyke 

)()()(ˆ)1(ˆ kHekBukxAkx 
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  )()()(ˆ)1(ˆ kHykBukxHCAkx 

Estimador de estados     

Para corregir el problema anterior se propone una realimentación del error entre la 

salida del sistema y la salida estimada con la idea de que si este error  tiende a 

cero las variables de estado tienen el mismo valor. 
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 
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Ahora se debe determinar si en realidad el modelo planteado estima las variables 

del sistema. Para ello se analiza el modelo del error entre las variables de la planta 

y las variables estimadas. 

Se define el error entre las variables del sistema y las estimadas como   

 
( )

ˆ( 1) ( 1) ( 1)

ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )  ( )

( 1) ( ) ( )

y k

x k x k x k

x k Ax k Bu k A HC x k Bu k H Cx k

x k A HC x k

    

 
       
  

  

Estimadores de estado 

ˆ( ) ( ) ( )x k x k x k 

Calculando la diferencia entre los modelos queda: 
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Puede verse que el modelo del error entre las variables reales y estimadas es un 

sistema homogéneo y su respuesta dependerá exclusivamente de los autovalores 

de la matriz  (A-HC) , por lo tanto si estos  autovalores son estables , el error 

tiende a cero asintóticamente, caso contrario el error diverge. 

Por este motivo se denomina a este estimador, “Estimador asintótico de 

estados”. 

El error entre las variables se hace cero a la velocidad de los autovalores de   (A-

HC), siempre que H sea una matriz no nula. 

Se deben asegurar  los autovalores de (A-HC) con módulo menor que la unidad, 

como A y C son conocidas se debe encontrar una matriz H que asigne los 

autovalores del error a posiciones estables. 

( 1) ( ) ( )x k A HC x k  
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Analizando el modelo del error: 
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Se plantea la hipótesis que si el modelo de la planta es 

observable, entonces se puede encontrar una matriz H que ubique 

los  autovalores  de (A-HC) a posiciones arbitrarias.  

Si la planta es observable puedo llevar al modelo a  la forma canónica 

observable (MCO) mediante la transformación lineal: 

VVP 1

Estimadores de estado 

CASO SISO: 

Considerando el polinomio característico del modelo de la planta: 
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Forma canónica observable 
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Forma canónica observable 

 
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:  coeficientes de la ecuación característica del estimadori

Se plantea un estimador para el modelo canónico , por lo tanto se calcula la 

matiz  ) ( CHA 
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Forma canónica observable 

La matriz resultante tiene la forma  del MCO, donde ahora los coeficientes de la 

ecuación característica son: 

Con lo cual, los componentes del vector realimentación se pueden calcular 

como: 

1i ia h  

 i i ih a 

Esto significa que si se conocen los coeficientes de la ecuación característica del 

estimador , se pueden  hallar  los elementos del vector H. 

Suponiendo conocidos los autovalores deseados para el estimador : 

Se halla el polinomio característico deseado para el estimador de la siguiente 

forma:  

1 2, ,..., n  
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Finalmente: 

Este vector  reasigna los autovalores del MCO. 

Transformando el modelo canónico a la forma de la planta original 

 1 1(  )  
H

A H C P AP H CP P A PH C P   
     

 

Puede verse que la matriz que reasigna los autovalores para el modelo original es: 

HPH 

Si el modelo de la planta es observable se pueden asignar 

arbitrariamente los autovalores  de  (A-HC)  
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Conclusiones 

• Si el modelo es observable se puede calcular H del MCO en función de los 

coeficientes de la ecuación característica deseada para el estimador y los del 

sistema a estimar.  

• Se halla la matriz de transformación al modelo canónico como: VVP 1

• Se lleva el vector de realimentación del modelo canónico, al modelo original 

como:  H PH

• Finalmente, el modelo del estimador resulta: 

  )()()(ˆ)1(ˆ kHykBukxHCAkx 
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Estimación con ruido 

Estimadores de estado 

)()()1( kBukAxkx 

  )()()(ˆ)1(ˆ kHykBukxHCAkx 

Considere una planta en la que la señal  

utilizada para  el estimador se encuentra 

perturbada. 

Aplicado esta señal al estimador: 

El modelo del error entre las variables de estado originales y estimadas resulta 

de la forma: 

Ahora, el error se va a ver propulsado por la señal n(k), cuanto mayor sea el 

valor de los elementos de la matriz H , mayor será el error y por lo tanto peor 

será la estima de las variables del sistema.  

 ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )x k x k x k A HC x k Hn k     

( ) ( ) ( )y k Cx k n k 
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Consideraciones  acerca de la convergencia del estimador 

La velocidad con la cual el valor de la variable estimada se aproxima  al 

valor de la variable real, depende de la ubicación de los autovalores de la 

matriz (A-HC). Cuanto menor sea el módulo de los autovalores, más rápido 

se extingue el error. 

Es decir que el estimador cuyos autovalores se encuentren todos ubicados 

en cero es el que mayor velocidad de respuesta va a tener y se podría decir 

en términos de sistemas discretos que el ancho de banda es infinito. Sin 

embargo, esta situación se contrapone con el hecho de que los valores de los 

elementos de H crecen considerablemente y por lo tanto es menos inmune a 

las perturbaciones en la medición de la salida. 

Existe una relación de compromiso entre la velocidad de 

convergencia del error  y la inmunidad a las perturbaciones 

Estimadores de estado 
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Propiedad de separación 

Se considera un sistema realimentado  a partir de las variables estimadas, cuya 

ley de control es: 

Estimadores de estado 

( ) ( ) ( )u k r k kx k 

Se van a analizar las características principales del sistema resultante, 

compuesto por las variables de estado de la planta más las variables de estado 

del estimador. 
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Propiedad de separación 
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( ) ( ) ( )u k r k kx k 

)()()1( kBukAxkx 

  )()()(ˆ)1(ˆ kHykBukxHCAkx 

)(ˆ)()()1( kxBKkBrkAxkx 

  )()(ˆ)()(ˆ)1(ˆ kHykxBKkBrkxHCAkx 

  )()()(ˆ)1(ˆ kHykBrkxBKHCAkx 

Finalmente, se genera un modelo de estado compuesto, con las variables de 

estado reales y las estimadas, que representa la situación planteada: 

( 1) ( )
  ( )

ˆ ˆ( 1) ( )

x k A BK x k B
r k

x k HC A HC BK x k B

        
        

         

Se plantean las ecuaciones de estado de la planta y del estimador, y la ley de 

control 

Se reemplaza la ley de control en las ecuaciones: 
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Propiedad de separación 

El comportamiento del sistema compuesto está determinado por los autovalores 

de la matriz de la planta, para que resulte mas sencillo el análisis se aplica una 

transformación lineal en donde se reemplazan las variables estimadas por el error, 

esta transformación no modifica los autovalores: 








































)(ˆ)(

)(

)(ˆ

)(
 

0

)(~
)(

kxkx

kx

kx

kx

II

I

kx

kx

( 1) ( )
  ( )

( 1) 0 ( ) 0

*

x k A BK BK x k B
u k

x k A HC x k

A

        
        

        

Para hallar los autovalores del sistema compuesto debo hacer: 

det( *) 0zI A 

El modelo transformado tiene la siguiente forma: 

Estimadores de estado 
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Propiedad de separación 

Calculando el determinante de la matriz de la planta del sistema compuesto 

transformado, la expresión resulta: 

 

 
det( *) det 0

0

sI A BK BK
zI A

sI A HC

  
   

  

   det( *) det ( ) det ( ) 0zI A zI A BK zI A HC       

De aquí se puede ver que los autovalores del modelo compuesto resultan ser  

los de la planta realimentada más los del estimador. Sin embargo se necesita 

determinar si los autovalores del estimador intervienen en la respuesta de las 

variables de la planta del sistema realimentado. 

Al ser todas las sub-matrices de A* matrices cuadradas, el determinante se 

puede calcular con su desarrollo por menores y adjuntos 

Estimadores de estado 
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Propiedad de separación 

• La transferencia Y(z)/R(z) contiene solamente los autovalores controlables y 

observables del modelo. 

• Desde la estima de y(k) todas las variables son observables, sin embargo desde 

y(k) las variables del estimador no son observables, ya que resulta una entrada del 

estimador. 

• => En Y(z)/R(z) aparecen solo los autovalores de A-BK, como si en vez de 

realimentar la estima de x(k) se realimentara x(k). 

Estimadores de estado 
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Propiedad de separación 

Finalmente: 

 

•El vector de realimentación K se calcula como si se realimentara x(k) en vez 

de su estima. 

•El cálculo del estimador no depende del valor de K. 

Estimadores de estado 
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Ejemplo 
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Ra=2 W 

La=5 mHy 

J=0.005 Nms2 

B1=0.005 Nms 

Kt=0.7 Nm/A 

Kw=0.8 Vs 
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Modelo de estado continuo 
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 
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Modelo de estado discreto 

Modelo Canónico Observable 
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Ejemplo 
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Cálculo de la matriz de transformación 

0 0 1

 0.0001 0.0001 1

0.0002 0.0020 1

V

 
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Se considera ubicar los autovalores en z=0 por lo tanto : 
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ˆ ˆ( 1)  0.1149 0.9892 1887.4 ( ) 0.01228 ( ) 1887.4 ( )

6.14 10 0.0009961 1.651 4.229 10 2.7

x k x k u k y k

     
     

    
     
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El modelo del estimador resulta: 

Estimadores de estado 

Ejemplo 
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Estimadores de estado 

Ejemplo 

SIMULACIÓN 

En la simulación se va a mostrar : 

  La evolución del estimador para distinta asignación de autovalores . 

  Como influye  la elección de los autovalores del estimador en el transitorio del 

error entre las variables reales y estimadas. 

  Para mediciones de las salidas con ruido, como afecta la elección de los 

autovalores del estimador en el ruido presente en la estima de las variables del 

modelo. 
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Estimador asintótico de estados 

Caso SISO no Observable 
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Dado el modelo de estado 

La matriz observabilidad del modelo                            tiene rango= j < n  

( 1) ( ) ( )

( ) ( )

x k Ax k Bu k

y k Cx k

  



Por lo tanto el modelo resulta INOBSERVABLE 

 ¿Puedo diseñar un estimador que estime todas las variables del sistema? 

 Si es posible , ¿ puedo asignar arbitrariamente sus  autovalores? 

Estimadores de estado 

Sistemas no observables 
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Para el estimador: 

La convergencia del error depende  de los autovalores  de  (A-HC).  

Por lo tanto cualquier valor de              que satisfaga la situación anterior  estima 

las variables del sistema.  

Si  el rango de la matriz observabilidad es Rg[V]= j , entonces la matriz V tiene j 

filas L.I. 

Estimadores de estado 

 ˆ ˆ( 1)  ( )  ( )  ( )x k A HC x k B u k H y k    

Sistemas no observables 
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  
 
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  

  
 


  
  

 
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Si la matriz V es de rango n puedo reasignar todos los autovalores del sistema. 

Como V es de rango  j , se aplica una transformación lineal  que separe las 

variables observables de la no observables. 

 

 

 

La transformación que realiza esta operación se contruye de la siguiente forma: 

Estimadores de estado 

Sistemas no observables 

1( )  ( )x k T x k

1

1

... j filas L.I.  

... (n j) L.I

j

n j

C

CA
T

t

t





  
 
 
  

  
 
  

  
   
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El modelo transformado, queda de la siguiente forma: 

Estimadores de estado 

Sistemas no observables 

Las matrices de la planta transformada se calculan como: 

1 -1            A TAT B TB C CT  





 

11 1

21 22 2

1

0
( 1) ( 1)   ( )   ( )

                                             

( ) 0  ( )

jo o

n jn n

j n- j

A b

x xA b
x k k k u k

x xA A b

            

y k c x k

C



      
          

      


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Las variables xn resultan inobservables ya que no aparecen en la salida ni tampoco 

en la ecuación de las j primeras variables.  

Estimadores de estado 

Sistemas no observables 

Las representación del modelo transformado puede verse en el siguiente diagrama: 

b1

A11

c1z
-1

A22

z
-1

+
x (k+1)o

x (k+1)n
x (k)n

y(k)u(k)

+b2

+

A21
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En la matriz   se encuentran los autovalores reasignables, es decir los 

observables; y en la matriz        los autovalores no reasignables, es decir los no 

observables.  

11A

22A

Si los autovalores de la matriz          resultan estables se dice que el 

modelo de estados NO OBSERVABLE es DETECTABLE  
22A

Por lo tanto, se pueden reasignar solamente los autovalores de         y si los 

autovalores de esta matriz fuesen inestables siempre se puede diseñar un 

estimador para todas las variables del sistema si el mismo es detectable.   

11A

Estimadores de estado 

Sistemas no observables 
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Procedimiento: 

 Hallar la matriz observabilidad V y verificar el rango. 

 Si el Rg[V] < n , hallar la matriz T de transformación. 

 Aplicar la transformación lineal  

 Hallar los autovalores de           para determinar si es detectable. 

 Utilizar el par [A11,c1] para hallar el vector Ho que reasigna los autovalores a 

posiciones deseadas para el sub_modelo observable . 

 Completar el vector H de longitud  j a n elementos agregando ceros  

 

  

 Transformar el vector al modelo original 

Estimadores de estado 

1( )  ( )x k T x k

22A

T

0...0      o

n j

H H


 
  

 
1H T H

Sistemas no observables 
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Estimadores de estado 

Ejemplo: 

La figura muestra un sistema de 

nivel de líquidos en el cual se 

desea controlar el nivel h3 , 

mediante realimentación de 

variables de estado, comandando 

el actuador que regula el caudal 

Q1.  

Los datos del sistema son: 
A1 = 12 m2 

A2 = 45 m2 

A3 = 15 m2 

R1 = 120 seg /m2  

R2 = 360 seg /m2  

R3 = 72 seg /m2  

R4 = 300 seg /m2  

Sistemas no observables 

Como solamente se cuenta  con un sensor de nivel en el tanque a controlar , se 

pretende utilizar un estimador para  generar las variables faltantes. Analice  la 

factibilidad del diseño del estimador. 

h1

A1

R1

R2

Qs1

A2

R3
h2

A3

R4

h3

Qs2

Qs4

Qs3

Q1

U

Kq
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Estimadores de estado 

Ejemplo: 

El modelo eléctrico equivalente es el siguiente: 

Sistemas no observables 

Planteando nodos se llega al modelo de estados: 

 

1 1 2 1 2

11 1 1

2 2 3 2

2 1 2 3

3 3 3

3 2 3 2 4

1 1 1 1
0

1 1
0  0     ;     0 0 1  

0
1 1 1 1

0

qK
A R R A R

Ah h h

h h U h h
A R A R

h h h

A R A R R

  
     

                                      
         
  

A1 A3

h1 h3

Q1
R1

R2

R4
A2

h2

R3
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Estimadores de estado 

Ejemplo: 

Sistemas no observables 

El modelo de estado discreto es: 

 
1 1 1

6 6

2 2 3 2

6

3 3 3

0.9908 0 0.002299 0.008295

( 1) 0.00184 0.9969 2.132 10  ( ) 7.684 10 ( )   ;   0 0 1  ( ) 

0.00184 0 0.9959 7.682 10

h h h

h k h k U k h h k

h h h

 



         
         

     
         
                  

La matriz observabilidad resulta: 

 

0 0 1

0.0018 0 0.9959             2

0.0037 0 0.9919

V Rg V

 
 

 
 
  

Se arma la matriz de transformación para separar las variables observables: 

 

0 0 1

0.0018 0 0.9959             3

0 1 0

T Rg T

 
 

 
 
  
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Estimadores de estado 

Ejemplo: 

Sistemas no observables 

El modelo de estado transformado queda: 

Las matrices del sub-modelo observable son: 

 11 1

0 1
      1 0

0.9868 1.987
A C

 
  

 

El vector para el estimador del sub-modelo observable es: 

0.0263
  

0.0263
oH

 
  

 

Considerando un estimador con una constante de tiempo de 500 seg. Los 

autovalores resultan: 

1 20.9802           0.9802z z 

 

6

6

3

6

0 1 0 7.682 10

( 1) 0.9868 1.987 0  ( ) 2.291 10 ( )     ;     1 0 0  ( )

0.9964 1 0.9969 7.684 10

x k x k U k h x k







  
  

       
      
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Estimadores de estado 

Ejemplo: 

Sistemas no observables 

El vector del estimador para el modelo transformado: 

0.0263

0.0263

0

H

 
 


 
  

El vector para el estimador del modelo original es: 

0.0632

0

0.0263

H

 
 


 
  

Finalmente el modelo del estimador queda: 

6 6

3

6

0.9908 0 0.06093 0.008295 0.06323

ˆ ˆ( 1) 0.00184 0.9969 2.132 10  ( ) 7.684 10 ( ) 0 ( )

0.00184 0 0.9696 7.682 10 0.02632

x k x k U k h k 



     
     

     
     
          
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Estimadores de estado 

Ejemplo 

SIMULACIÓN 

En la simulación se va a mostrar : 

 

  La evolución del estimador para distinta asignación de autovalores . 

  Como queda evidenciada la imposibilidad de asignar todos los autovalores del 

estimador , en el transitorio del error entre variables reales y estimadas. 

  Para mediciones de las salidas con ruido, como afecta la elección de los 

autovalores del estimador, en el ruido presente en la estima de las variables del 

modelo. 

 



TEORÍA DE CONTROL 

Estimador asintótico de estados 

Caso MIMO Observable 



Teoría de Control 

Estimadores de estado 

Sistemas MIMO observables 

Considere un sistema representado mediante variables de estado en el cual 

existen múltiples salidas.  

)( )(

)( )( )1(

kxCky

kuBkxAkx




Es decir que: 

En donde la dimensiones de C son [q x n].  

Se considera que desde las q salidas el sistema es observable 
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Estimadores de estado 

Sistemas MIMO observables 

Es posible que, si bien el modelo posee varias salidas, el sistema resulte 

observable desde una sola de ellas.  

Se considera la matriz C 

1

...

...

i

q

c

cC

c

 
 
 
 
 
 
 
 

Cada una de las filas de esta matriz corresponde al vector  para cada una de las 

salidas del modelo MIMO 
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Estimadores de estado 

Sistemas MIMO observables 

Si el sistema resulta observable desde una salida en particular : 

 

1

   y se cumple que 
...

i

i

i i

n

i

c

c A
V Rg V n

c A 

 
 
  
 
 
 

Se puede diseñar un estimador utilizando esta salida y asignando la totalidad de 

los autovalores del estimador: 
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Estimadores de estado 

Sistemas MIMO observables 

En el caso de plantear un estimador de estados sobre todas las salidas la matriz 

H resulta de [nxq]. 

En tanto, debido a que el objetivo es asignar los n autovalores de la matriz A-

HC. La cantidad de elementos de H excede esa condición por lo que, para una 

dada ubicación de los autovalores existen infinitas matrices H que permiten esa 

ubicación. 

Planta

B Z
-1

A-HC

u(k)
y (k)1

H

x(k+1)

...

+ +

+

x(k)

y (k)2

y (k)q

..
. ...
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Estimadores de estado 

Sistemas MIMO observables 

Se plantea un método que permita hallar una de las matrices H que permitan 

reasignar los autovalores de A-HC . 

Se propone una única salida que resulta se combinación lineal de las salidas 

existentes denominada salida ficticia. 

1 1 2 2*( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )q qy k f y k f y k f y k F y k        

Con                                   , en donde los valores de fi son elegidos 

arbitrariamente.  
1 2 ... qF f f f   

El modelo de estado con la nueva salida resulta:  

*

( 1)  ( )  ( )

*( )   ( ) * ( )
C

x k A x k B u k

y k F C x k C x k

  

 

En este caso, C* resulta ser un vector fila  
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Estimadores de estado 

Sistemas MIMO observables 

Ahora, se plantea diseñar un estimador de estado a partir de la salida y*(k). 

Para ello se requiere que la observabilidad de la planta original se mantenga  es 

decir que : 

1

*

*
*

...

* n

C

C A
V

C A 

 
 


 
 
 

 

y el rango de V* es  Rg(V*) = n 

Los elementos del vector  F deber mantener la 

observabilidad del modelo.  

Al tener el modelo resultante, una sola salida se plantea un estimador  SISO 

totalmente controlable por ejemplo, a partir del Modelo Canónico Observable 
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Estimadores de estado 

Sistemas MIMO observables 

Una vez establecidos los autovalores para el estimador  

se halla el vector H* para el estimador a partir de la salida ficticia. 

El modelo del estimador resultante es:  

 ˆ ˆ( 1) * *  ( )  ( ) * *( )x k A H C x k B u k H y k    

Reemplazando y* y C* por su equivalente del modelo original 

*
*

ˆ ˆ( 1) *   ( )  ( ) *  ( )
C

y

x k A H F C x k B u k H F y k
 

     
 

La matriz que multiplica a y(k) es una de las que reasignan los autovalores del 

estimador a las posiciones deseadas. Es decir que: 

*H H F 

 1 2 ... n  
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Estimadores de estado 

Sistemas MIMO observables 

El modelo del estimador para el sistema de múltiples salidas es:  

 ˆ ˆ( 1)  ( )  ( )  ( )x k A HC x k B u k H y k    

La matriz de realimentación H, tiene en cuenta a todas las salidas. 

Características particulares 

 Las columnas de la matriz H son combinación lineal entre si. 

 

 Se pueden utilizar salidas cuyo contenido de ruido sea bajo y el error 

cometido en la estima puede verse reducido comparado con el que se 

obtendría desde una sola salida con ruido 
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Ejemplo 

 

0 1

0  0

0
0 1 0

0 0 1  

Ra Kw

La LaIa Ia La
Kt B

E
J J

Ia

 

 

 



 
    

     
              
             

  

 
 


 
  

Ra=2 W 

La=5 mHy 

J=0.005 Nms2 

B1=0.005 Nms 

Kt=0.7 Nm/A 

Kw=0.8 Vs 

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

 

 

Ia

W

O

Modelo de estado continuo 

Estimadores de estado 



Teoría de Control 

-5 -6

0.6617 -0.1313 0 0.1642

( 1)  0.1149 0.9892 0 ( ) 0.01228 ( )

6.14 10 0.0009961 1 4.229 10

0 0 1
 ( )

0 1 0

Ia Ia

k k E k

Ia

k

 

 







       
       

  
       
               

 
     

     
   

  

Modelo de estado discreto 

Matriz  Observablilidad: 

0 0 1.0000

0 1.0000 0

0.0001 0.0010 1.0000
 

0.1149 0.9892 0

0.0002 0.0020 1.0000

0.1897 0.9634 0

V

 
 
 
 

  
 
 
 
 

Estimadores de estado 

Ejemplo 

El rango de esta matriz es:  Rg(V)=3 
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Estimadores de estado 

Ejemplo 

  1 1F El vector para generar la salida ficticia es: 

 

El vector  C* para salida ficticia es: 

 

Ahora la matriz observabilidad del nuevo modelo es:  

   
0 0 1

*  1 1 0 1 1
0 1 0

C FC
 

   
 

2

* 0 1 1

*  * 0.1150 0.9902 1

* 0.1899 0.9654 1

C

V C A

c A

   
   

 
   
      

El rango de la Matriz  Observabilidad es 3, por lo tanto la elección del vector F es 

correcto. 

El modelo Canónico Observable del sistema ficticio es: 

 

0 0 0.6697

( 1)  1 0 2.3206 ( )  ( )    ;      *( ) 0 0 1 ( )

0 1 2.6509

x k x k B u k y k x k

 
 

     
 
  
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Estimadores de estado 

Ejemplo 

La Matriz de transformación  queda : 1

4.6420 4.0614 9.8135

54.3222 54.2678 53.2140

54.3222 54.2678 54.2140

coP V V

 
 

    
 
  

Se considera ubicar los autovalores en z=0 por lo tanto : 

0.6697

 -2.321

2.651

H

 
 


 
  

13.4814

*  51.5107

54.1616

H PH

 
 

 
 
  

La matriz H para el sistema MIMO resulta: 
13.4814 13.4814

*  51.5107 51.5107

54.1616 54.1616

H H F

 
 

   
 
  

Finalmente el estimador tiene la siguiente expresión: 

5 -6

0.6617 13.61 13.48 0.1642 13.4814 13.4814

ˆ ˆ( 1)  0.1149 52.5 51.51 ( ) 0.01228  ( )  51.5107 51.5107 ( )

6.14 10 54.16 -53.16 4.229 10 54.1616 54.1616

x k x k u k y k


      
     

      
     
            
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Estimadores de estado 

Ejemplo 

SIMULACIÓN 

En la simulación se va a mostrar : 

 

  La evolución del estimador para distinta asignación de autovalores y distintos 

valores de las componentes del vector F. 

  Como influye  la elección de las componentes del vector F en el transitorio del 

error , para la misma ubicación de autovalores. 

  Para mediciones de las salidas con ruido, como afecta la elección de los 

elementos del vector F en el ruido presente en la estima de las variables del 

modelo. 
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Estimadores de estado 

Estimador de orden reducido 

Los estimadores utilizados hasta aquí, permiten obtener la totalidad de las 

variables de estado a partir de la salida del modelo. En aquellos sistemas donde 

se miden  distintas señales, es posible estimar aquellas variables que no se 

pueden calcular de las señales medidas. 

Dado el siguiente modelo de estado: 

)( )(

)( )( )1(

kxCky

kuBkxAkx





En donde la dimensiones de C son [q x n]. Las q salidas son linealmente 

independientes, por lo tanto q variables pueden ser calculadas directamente de 

las salidas medidas.  

El sistema puede ser representado separando las variables calculables de las 

estimadas.  

 11 12 1

1 2

21 22 2

( 1) ( ) ( )
 ( )     ( )

( 1) ( ) ( )

a a a

b b b

x k x k x kA A B
u k y k C C

x k x k x kA A B

        
          

         
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Estimadores de estado 

Estimador de orden reducido 

Se aplica transformación lineal para pasar del modelo anterior a un modelo con 

variables a estimar y salidas. Luego resulta: 

11 12

21 22 1 2

( ) 0( )
( )       

( )( )

aa

b

T

x kT T Ix k
v k T

x kT T C Cy k

     
       

      

El modelo transformado queda: 

( 1) ( ) ( )     ( ) ( )T T Tv k A v k B u k y k C v k   

con:  AT=TAT-1  , BT=TB  y  CT=CT-1 =[ 0  I ]. 

 

Ahora, las ecuaciones del modelo transformado:  

11 12 1

21 22 2

( 1) ( ) ( ) ( )  

( 1) ( ) ( ) ( )  

a T a T T

T a T T

x k A x k A y k B u k

y k A x k A y k B u k

   

   
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Estimadores de estado 

Estimador de orden reducido 

La expresión para el estimador es: 

11 12 1
ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )a T a T T Tx k A x k A y k B u k He k    

En la ultima expresión, el error eT(k) no se puede calcular como en el estimador de 

orden completo ya que y(k) estimada no puede ser determinada solo a partir de las 

variables xa(k) y además porque y(k) no contiene información respecto a la estima 

de xa(k). Por lo tanto, se redefine eT(k) como: 

21 22 2
ˆ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )T T a T Te k y k A x k A y k B u k    

Operando se obtiene: 

 
11 12 1

21 22 2

ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ...

ˆ           ... ( 1) ( ) ( ) ( )

a T a T T

T a T T

x k A x k A y k B u k

H y k A x k A y k B u k

    

    

 

   

11 21

12 22 1 2

ˆ ˆ( 1) ( 1) ( ) ...

                     ... ( ) ( )

a T T a

T T T T

x k Hy k A HA x k

A HA y k B HB u k

     

   
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Estimadores de estado 

Estimador de orden reducido 

En esta ultima expresión, el término y(k+1) no es conocido en el instante k, por 

lo tanto para solucionar este inconveniente se plantea el siguiente cambio de las 

variables a estimar: 
ˆ ˆ( ) ( ) ( )aw k x k Hy k 

Entonces queda  

 

   

11 21

12 22 1 2

ˆ ˆ( 1) ( 1) ( ) ...

                     ... ( ) ( )

a T T a

T T T T

x k Hy k A HA x k

A HA y k B HB u k

     

   

   

     

11 21 11 21

11 21 12 22 1 2

ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ...

... ( ) ( ) ( )

T T a T T

T T T T T T

w k A HA x k A HA Hy k

A HA Hy k A HA y k B HB u k

     

     

   

 

11 21 12 22 11 21

1 2

ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ...

                                                ... ( )

e e

e

A H

T T T T T T

T T

B

w k A HA w k A HA A H HA H y k

B HB u k

       

 
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Estimadores de estado 

Estimador de orden reducido 

ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( )e e ew k A w k H y k B u k   

El estimador de orden reducido finalmente resulta:  

Las variables estimadas no se corresponden con las variables que se requerían 

estimar. Para hallar estas variables se calcula:  

ˆ ˆ( ) ( ) ( )ax k w k Hy k 

En forma matricial el vector de estado queda:  

ˆ ˆ( ) ( )

( ) 0 ( )

ax k I H w k

y k I y k

     
     

     

Finalmente la estima delas variables del modelo original se calculan como:  

1
ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ( ) ( )

a a

b

x k x k
T

x k y k

   
   

  
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Estimadores de estado 

Estimador de orden reducido 

Calculo del error de las variables estimadas 

Se define el error en la estima de las variables como: ˆ( ) ( ) ( )a a ax k x k x k 

Teniendo en cuenta que: 

11 12 1

11 12 1

( 1) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

a T a T T

a T a T T T

x k A x k A y k B u k

x k A x k A y k B u k He k

   

    

Se obtiene: 

11

21 22 2 21 22 2

( 1) ( ) ( )

ˆ( ) ( 1) ( 1)

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a T a T

T

T T a T T T a T T

x k A x k He k

e k y k y k

e k A x k A y k B u k A x k A y k B u k

  

   

     

Finalmente: 

 11 21( 1) ( )a T T ax k A HA x k  

Luego, el cálculo de la matriz H se realiza a  partir de la asignación de los 

autovalores de la matriz Ae. 
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Estimadores de estado 

Estimador de orden reducido 

Diagrama en bloques 

Planta

B Z
-1

A

u(k)

He

x(k+1)

+ +

+

w(k)

C y(k)

Estimador

Be Z
-1

Ae

w(k+1)

+ +

+
T

-1

x (k)a

y(k)

x(k)

x(k)

+

+

H
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Ejemplo 

 

0 1

0  0

0
0 1 0

0 0 1  

Ra Kw

La LaIa Ia La
Kt B

E
J J

Ia

 

 

 



 
    

     
              
             

  

 
 


 
  

Ra=2 W 

La=5 mHy 

J=0.005 Nms2 

B1=0.005 Nms 

Kt=0.7 Nm/A 

Kw=0.8 Vs 

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
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Modelo de estado continuo 

Estimadores de estado 
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-5 -6

0.6617 -0.1313 0 0.1642

( 1)  0.1149 0.9892 0 ( ) 0.01228 ( )

6.14 10 0.0009961 1 4.229 10

0 0 1
 ( )

0 1 0

Ia Ia

k k E k

Ia

k

 

 







       
       

  
       
               

 
     

     
   

  

Modelo de estado discreto 

Matriz  Observablilidad: 

0 0 1.0000

0 1.0000 0

0.0001 0.0010 1.0000
 

0.1149 0.9892 0

0.0002 0.0020 1.0000

0.1897 0.9634 0

V

 
 
 
 

  
 
 
 
 

Estimadores de estado 

Ejemplo 

El rango de esta matriz es:  Rg(V)=3 
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5 4 5

0.6617 0 -0.1313 1.642
0 1 0

( 1) 6.14 10 1 9.961 10 ( ) 4.229 10  ( )    ;      *( )   ( )
0 0 1

0.1149 0 0.9892 0.1228
I

v k v k u k y k x k  

    
    

           
         

Estimadores de estado 

Ejemplo 

En base a las variables medidas (salidas), se determina que la variable a estimar 

es Ia (k). La matriz de transformación que lleva al modelo con variables a estimar 

y salidas es la siguiente: 
1 0 0

( )
( )  ( )   ;     0 0 1

( )
0 1 0

ax k
v k T x k T

y k

 
   

     
 

  

El modelo transformado queda de la siguiente forma: 

Las sub-matrices para el cálculo del estimador son: 

   

 

5 4

11 12 21 22

5

1 2

6.14 10 1 9.961 10
0.6617        0 0.1313              

0.1149 0 0.9892

4.229 10
1.642           

0.1228

T T T T

T T

A A A A

B B

 



    
       

   

 
   

 
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Estimadores de estado 

Ejemplo 

   
5

5

11 21 1 2 1 2

6.14 10
 0.6617 0.6617 6.14 10 0.1149

0.1149
e T TA A H A h h h h




 

        
 

Para una dada ubicación del autovalor  de  Ae, existen infinitas soluciones para H. 

Para matrices H de dimensiones más grandes se puede encontrar una solución de 

forma similar a la utilizada en los sistemas MIMO. En este caso, debido a su 

sencillez, se adopta  el valor de una de las incógnitas y se calcula la otra.  

Suponiendo el autovalor  en cero y adoptando el valor de h1=1 queda: 

Entonces la matriz H queda: 

La matriz de la planta del estimador es: 

 1 5.7587  H 

5
5

2 2

0.6617 6.14 10
0.6617 6.14 10 0.1149 0     ;      5.7587

0.1149
eA h h


  

      
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Estimadores de estado 

Ejemplo 

Encontrada la matriz H, las matrices del estimador se calculan  de siguiente 

forma: 

En consecuencia la ecuación del estimador resulta: 

Finalmente la variable estimada se calcula como: 

 

 

 

11 21

1 2

12 22 11 21

 0

 0.9351

1.00 5.8287

e T T

e T T

e T T T T

A A H A

B B H B

H A HA A H HA H

  

  

      

   
( )

ˆ ( 1) 0.9351 ( ) 1.00 5.8287
( )

k
w k u k

k





 
      

 

 
( )

ˆ ˆ( ) ( ) 1 5.7587
( )

a

k
I k w k

k





 
   

 

En este caso, como las salidas son directamente las variables de estado, no es 

necesario transformar  las variables estimadas  con la matriz T.  
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Estimadores de estado 

Ejemplo 

SIMULACIÓN 

En la simulación se va a mostrar : 

  La evolución del estimador para distinta asignación de autovalores y distintos 

valores de las componentes de la matriz H. 

 El comportamiento de la variable estimada w(k). 

  Como influye  la elección de las componentes de la matriz  H en el transitorio 

del error , para la misma ubicación de autovalores. 

  Para mediciones de las salidas con ruido, como afecta la elección de los 

elementos de la matriz H en el ruido presente en la estima de las variables del 

modelo. 
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Rudolf Kalman 

Rudolf Kalman nació en Budapest en 1930. Luego de emigrar a los 

Estados Unidos, en 1948, obtuvo su licenciatura en 1953 y su 

maestría en 1954, en Ingeniería Eléctrica en el Massachusetts 

Institute of Technology . Kalman completó su doctorado en 1957 en 

la Universidad de Columbia en Nueva York. Kalman trabajó como 

matemático investigador en el Instituto de Investigación y Estudios 

Avanzados, en Baltimore, Maryland desde 1958 hasta 1964. Fue 

profesor en la Universidad de Stanford desde 1964 hasta 1971, y 

luego un profesor de Investigación de Posgrado, y el Director del 

Centro de Matemáticas y Teoría de Sistema, en la Universidad de 

Florida desde 1971 hasta 1992.  

A partir de 1973, también ocupó la cátedra de Matemáticas en Teoría de Sistemas del Instituto 

Federal Suizo de Tecnología en Zurich, Suiza. 

Kalman es un miembro de la Academia Nacional de Ciencias de EE.UU., la Academia 

Nacional de Ingeniería y la Academia Americana de las Artes y las Ciencias.  

En 1958 cuando viajaba en tren de Princeton a Baltimore el tren se detuvo durante una hora a 

las 11 pm en las afueras de Baltimore, entonces se le ocurrió aplicar el concepto de variables de 

estado al filtro de Wiener. 

Filtro de Kalman 
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Filtro de Kalman 

En los Estimadores Determinísticos, la matriz de ganancia H  se calculaba 

situando los autovalores del estimador en un lugar determinado, que no cambiaba 

con el tiempo. Es decir, la matriz de ganancia H del estimador es constante. 

En esta presentación, se presenta la forma de calcular la matriz K de un estimador 

óptimo para un sistema con ruido y  que en general es variable con el tiempo, por 

lo que toma la forma K(k). 

Partiendo de  la ecuación de estado y de salida de un sistema no estacionario, con 

ruido de la forma: 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x k A k x k B k u k v k

y k C k x k w k

   

 

donde las matrices A(k), B(k) y C(k) son determinísticas y en general serán 

variables en los sistemas lineales variantes con el tiempo, y v(k) y w(k) son los 

procesos estocásticos de los ruidos del sistema y de medida respectivamente, que 

se consideran ruidos blancos de media cero e independientes. 
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( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x k A k x k B k u k v k

y k C k x k w k

   

 

Modelo de Estado: 

Diagrama en bloques: 

B Z
-1

A

u(k)

x(k+1)

+ +

+

C

y(k)x(k)
+ +

w(k)v(k)
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Filtro de Kalman 

Consideraciones 

   
1

 
n

i i

i

E x x x p x


  

      ,   
T

x y E x x y y   

Esperanza Matemática. 

Covarianza. 

Propiedades: 

        T T ,   ,  B     B
T

A x B y A x y A E x x y y    

         E A x B y A E x B E y  
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Las matrices de covarianza Q(k) y R(k) son diagonales y por tanto 

simétricas. 

Se consideran  a v(k) y w(k) ruidos blancos de media cero e independientes 

y que por lo tanto cumplen: 

   

   
 
 
 
  jkjwkwE

kRkwkwE

jkjvkvE

kQkvkvE

kvkwEkwkvE

kwEkvE

T

T

T

T

TT













          0)( )(

)()( )(

          0)( )(

)()( )(

0)( )()( )(

0)()(

Filtro de Kalman 

Consideraciones 



Teoría de Control 

El problema consiste en estimar el valor óptimo del vector de estado x(k), 

basándose en las medidas ruidosas y(0), y(1), y(2),..., y(k) que serán 

conocidas, además de tener en cuenta que el vector de estado estará 

contaminado con el ruido del sistema.  

 

Se define el error de la estima como: 

El criterio para obtener el óptimo es minimizar el índice de 

comportamiento: 

 

 

 

 Es decir la matriz de covarianza del error e(k) ha de ser mínima. 

Filtro de Kalman 

ˆ( ) ( ) ( )e k x k x k 

 ( )  ( )  ( )TP n E e n e n
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Se asume que del estado inicial x(0) se conoce su esperanza matemática o 

valor medio:  

 

 

que será un valor determinístico, y además también se conoce la matriz de 

covarianza del estado inicial (no del error): 

 

 

 

El estado inicial y el ruido cumplen: 

 

 

 

al ser independientes y ser la media de los ruidos blancos cero. 
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    0 0E x x

         0 0 0  0 0
T

E x x x x P        

              0 0   0 0  0T TE x x v k E x x w k         
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Filtro de Kalman (Predicción) 

Calculamos una predicción del estado              , lo notaremos como           . 

El valor de  la predicción es calculado a partir del valor más actualizado 

del estado (posteriormente veremos que es el estado corregido en la parte 

final del algoritmo). 

( 1)x k 

ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )x k A k x k B k u k  

( 1)x k 

Predecimos el valor de la matriz de covarianza del error previo a la 

medida   

El error estará definido por: 

)1(
~

kP

( 1) ( 1) ( 1)e k x k x k    

 ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e k A k x k B k u k v k A k x k B k u k     

Filtro de Kalman 
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Operando: 

      ˆ ˆ( 1)  ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )  ( ) ( )
T TP k E A k x k x k A k x k x k E v k v k          

 ( ) ( ) ( )TE v k v k Q k

Queda por tanto: 

( 1)  ( ) ( )TP k A P k A Q k  

Entonces será: 

    ˆ ˆ( 1)  ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( )  
T

P k E A k x k x k v k A k x k x k v k           

Filtro de Kalman 

Filtro de Kalman (Predicción) 
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El valor del estado se va a calcular a través del estado anterior y de una 

corrección que es función del error.  

Esto es: 

 ˆ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)  ( 1)x k x k K k y k C x k

Corrección

       

                es el último valor observado. 

                es el valor más actualizado disponible del estado (calculado en la 

fase de predicción). 

Se busca el valor de K(k+1) para conseguir un valor óptimo de              tal 

que la matriz de covarianza del error sea mínima.  

Volviendo a definir el error a partir de la variabe estimada: 

( 1)y k 

( 1)x k 

ˆ( 1)x k 

ˆ( 1) ( 1) ( 1)e k x k x k    

Filtro de Kalman 

Filtro de Kalman (Corrección) 



Teoría de Control 

Substituyendo: 

 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)  ( 1)e k x k x k K y k C x k        

La medición  y(k+1)  tiene el valor: 

( 1)  ( 1) ( 1)y k C x k w k    

Por tanto: 

( 1) ( 1) ( 1)  ( 1)  ( 1)  ( 1)e k x k x k KC x k K w k KC x k          

Agrupando: 

  ( 1) ( 1) ( 1)  ( 1)e k I KC x k x k K w k       

Filtro de Kalman 

Filtro de Kalman (Corrección) 



Teoría de Control 

La Covarianza de este error queda: 

   

    

( 1) ( 1) ( 1)  ( 1) ...

                      ... ( 1) ( 1)  ( 1)
T

P k E I KC x k x k K w k

I KC x k x k K w k

       

     

      
    

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

                   ( 1)   ( 1)

T

T

P k E I KC x k x k I KC x k x k

E K w k K w k

                

  

     ( 1)  ( 1) ( 1)
T

E w k w k R k   Siendo 

       ( 1)   ( 1) ( 1)  ( 1) ( 1)

                  ( 1) 

T T

T

P k I KC E x k x k x k x k I KC

K R k K

          

 

Filtro de Kalman 
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Teoría de Control 

Anteriormente ya se calculó que: 

    ( 1)  ( 1) ( 1)  ( 1) ( 1)
T

P k E x k x k x k x k       

Entonces queda: 

   ( 1)  ( 1)  ( 1) 
T TP k I KC P k I KC K R k K      

Distribuyendo y derivando respecto de K para encontrar el mínimo, se 

llega a : 

1

( 1)  ( 1) ( 1) ( 1)T TK k P k C CP k C R k


       

Se puede comprobar que es el mínimo a través del Hessiano. 
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Teoría de Control 

Substituyendo  el valor optimo queda : 

 ( 1)   ( 1)P k I KC P k   

Valores Iniciales 

Para iniciar el algoritmo es necesario conocer las siguientes condiciones 

de contorno:   

Un valor inicial del estado: x(0).  

El valor de la matriz de covarianza del error  P(0) . Podemos asumir 

que P(0) = Q.  

Y los valores de las matrices de covarianza asociadas al sistema y a la 

medida: Q y R. 

Filtro de Kalman 
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Etapa de Predicción 

 

1-Predicción de Estado 

 

 

2-Predicción de la Matriz 

Covarianza 

 

 

 

 

 

 

 

Valores iniciales 

 

 

Etapa de Corrección 

 

1-Cálculo del Vector de Ganancias 

 

 

2-Actualización del estado 

 

 

3- Actualización de la Matriz Covarianza 

 

 

 

ˆ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )x k A k x k B k u k  

( 1)  ( ) ( )TP k A P k A Q k  

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)T TK k P k C CP k C R k


       

 ˆ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)  ( 1)x k x k K k y k C x k       

 ( 1)  ( 1)P k I KC P k   

)(     )(ˆ kPkx

)1(  kk

)1()1(  kk

Filtro de Kalman 

0k 

Algoritmo Recursivo 
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Filtro de Kalman 

Ejemplo 

 

0 1

0  0

0
0 1 0

0 0 1  

Ra Kw

La LaIa Ia La
Kt B

E
J J

Ia

 

 

 



 
    

     
              
             

  

 
 


 
  

Ra=2 W 

La=5 mHy 

J=0.005 Nms2 

B1=0.005 Nms 

Kt=0.7 Nm/A 

Kw=0.8 Vs 
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Modelo de estado continuo 


