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Controlabilidad y 
Observabilidad. 
Transformaciones Lineales.

Ejercicio 2-8
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Enunciado
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Analogía Eléctrica

Qi
A1 A2

R2

A3

R3

R1
X1 X2 X3

Q1
Q2 Q3
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Modelo de Estado

Qi
A1 A2

R2

A3

R3

R1
X1 X2 X3

Q1
Q2 Q3X=[x1 x2 x3]

u=Qi
y=x2

A1 ẋ1=Qi−Q1−Q2

A2 ẋ2=Q2−Q3

A3 ẋ3=Q3+Q1

Q1=
x1−x3
R1

Q2=
x1−x2
R2

Q3=
x2−x3
R3

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(4), (5) y (6) 
en 

(1), (2) y (3)

ẋ1=
Q i

A1
−
x1
A1( 1R1+ 1R2)+

x2
R2 A1

+
x3
R1 A1

ẋ2=
x1
R2 A2

−
x2
A2( 1R2+ 1R3)+

x3
R3 A2

ẋ3=
x1
R1 A3

+
x2
R3 A3

−
x3
A3( 1R1+ 1R3)

(I)

(II)

(III)
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Modelo de Estado
ẋ1=

Q i

A1
−
x1
A1( 1R1+ 1R2)+

x2
R2 A1

+
x3
R1 A1

ẋ2=
x1
R2 A2

−
x2
A2( 1R2+ 1R3)+

x3
R3 A2

ẋ3=
x1
R1 A3

+
x2
R3 A3

−
x3
A3( 1R1+ 1R3)

X=[x1 x2 x3]
u=Qi
y=x2

(I)

(II)

(III)

[ ẋ1ẋ2ẋ3]=[
−1
A1 ( 1R1+ 1R2) 1

R2 A1

1
R1 A1

1
R2 A2

−1
A2 ( 1R2+ 1R3) 1

R3 A2
1

R1 A3

1
R3 A3

−1
A3 ( 1R1+ 1R3)][x1x2x3]+[ 1A100 ]Qi

y=[0 1 0 ][x1x2x3]+0Qi

(I)

(II)

(III)

A

B

C D
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Transformaciones Lineales

Modelo
Original

Modelo
Canónico

Controlable

Modelo
Canónico

Observable

Tcc

Tco

Existe si el Modelo Original es CONTROLABLE

Existe si el Modelo Original es OBSERVABLE
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Modelo Original

Controlabilidad:

U=[B AB A2B ... An−1B]

[ ẋ1ẋ2ẋ3]=[−1.5 1 0.5
1 −2 1
0.5 1 −1.5][x1x2x3]+[

1
0
0]Q i

y=[0 1 0 ][x1x2x3]+0Qi

n=3
U=[B AB A2B ]=[1 −1.5 3.5

0 1 −3
0 0.5 −0.5]

rango(U )=n El sistema es CONTROLABLE

Si U es cuadrada rango(U )=n si |U|≠0

|U|=1 rango(U )=n El sistema es CONTROLABLE

Existe Tcc que transforma el Modelo Original al Modelo Canónico Controlable
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Modelo Original

Observabilidad:

V=[C C A C A2 ... C An−1 ]T

[ ẋ1ẋ2ẋ3]=[−1.5 1 0.5
1 −2 1
0.5 1 −1.5][x1x2x3]+[

1
0
0]Q i

y=[0 1 0 ][x1x2x3]+0Qi

n=3
V=[C C A C A2 ]=[ 0 1 0

1 −2 1
−3 6 −3]

rango(V )=n El sistema es OBSERVABLE

Si V es cuadrada rango(V )=n si |V|≠0

|V|=0 rango(V )≠n El sistema es NO OBSERVABLE

NO Existe Tco que transforma el Modelo Original al Modelo Canónico Observable
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Modelo Original

Observabilidad:

[ ẋ1ẋ2ẋ3]=[−1.5 1 0.5
1 −2 1
0.5 1 −1.5][x1x2x3]+[

1
0
0]Q i

y=[0 1 0 ][x1x2x3]+0Qi
NO Existe Tco que transforma el Modelo Original al Modelo Canónico Observable

G(s)=C (s I−A)−1B+D= 1
s (s+3)

2° Orden

Si elijo otra variable de estado como salida:

x1

x3 C=[0 0 1 ]

C=[1 0 0 ] G(s)= 2+3.5 s+s
2

6 s+5 s2+s3

G(s)= 2+0.5 s
6 s+5 s2+s3

3° Orden

3° Orden
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Modelo Canónico Controlable

Ẋ=[ 0 1 0 ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ... 0 1

−a1 −a2 −a3 ... −an−1 −an
]X+[00⋮0

1
]u

y=[c1 c2 ... cm 0 ... 0]X+d u

Acc Bcc

Ccc

G(s)=N (s)
D(s)

=
cm s

m−1+cm−1 s
m−2+ ...+c2 s+c1

sn+an s
n−1+an−1 s

n−2+...+a2 s+a1
+d

D(s)=|s I−A|

A=[−1.5 1 0.5
1 −2 1
0.5 1 −1.5]

D(s)=[s+1.5 −1 −0.5
−1 s+2 −1

−0.5 −1 s+1.5]=s3+5s2+6 s

Acc=[0 1 0
0 0 1
0 −6 −5]

a1=0

Bcc=[001]
C cc=CT cc
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Transformación Lineal

T cc=U U cc
−1

U cc
−1=[a2 a3 ... an−1 an 1a3 a4 ... an 1 0

⋰ ⋰ ⋰ ⋰ ⋰ ⋮
an 1 ... 0 0 0
1 0 ... 0 0 0

]
U=[1 −1.5 3.5

0 1 −3
0 0.5 −0.5]

D(s)=s3+5s2+6s

U cc
−1=[6 5 1

5 1 0
1 0 0]

T cc=[2 3.5 1
2 1 0
2 0.5 0]C cc=CT cc

C=[0 1 0 ]Acc=T cc
−1 AT cc

Bcc=T cc
−1B

C cc=[2 1 0 ]
Verificación:

T cc
−1=[0 −0.5 1

0 2 −2
1 −6 5 ]

T cc
−1=U ccU

−1

A=[−1.5 1 0.5
1 −2 1
0.5 1 −1.5]B=[100]

Acc=[0 1 0
0 0 1
0 −6 −5] Bcc=[001]

No existe si el Modelo Original no es Controlable
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