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PENDULO INVERTIDO

El péndulo invertido es conocido por ser uno de los problemas mas importantes y clasicos
de la teoria de control. Se trata de un control inestable y no lineal. A menudo, es utilizado
como ejemplo académico, principalmente por ser un sistema de control accesible, y por
otro lado, permite mostrar las principales diferencias de control de lazo abierto y de su
estabilizacion a lazo cerrado.

n X

Se supone que la varilla no tiene masa, que la
masa del carro es M y la masa en el extremo
superior del péndulo invertido es m . Hay una
fuerza externa, u(t), sobre el carrito en la
direccion x, y una fuerza de gravedad que actua
sobre la masa del péndulo en todo momento .

Y

L.cosO

v u(t) El sistema de coordenadas elegido se define en
—> |\/| la figura, donde x (t) representa la posicion del
: carro y 6(t) es el angulo de inclinacién que se

Q 4—@ mide respecto de la direccion vertical.
Fr
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PENDULO INVERTIDO

A

) : X
ECUACIONES BASICAS : -

Yo

L.cosO

[(M +m)-X+m-L-8-cos@—m-L-0*-senf+B-x=u (1)}

[ (J+m-L?)-0=m-L-g-sen@—m-L-%-cosd (2)}
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PENDULO INVERTIDO

MODELO DE ESTADO
De las ecuaciones (1) y (2) se obtiene el modelo de estado.
Las variables de estadoson: X, =X, X, =X, X; = 0y X, = 0

-

X =X

5 :mz'Lz'g'SenX3'COSX3_(J+m'|—2)(m-L-X§-senx3_|3.x2+u)
2 m? L7 -cos? x, — (3 + M- L) -(m+ M)

<X3:X4

" _m.L.(:OSX?,[B.XZ—m.L.xjsenx?,+u]_(\;].(m+|\/|),sem(3
- 7 L7-c0s X, — (3 +m- L) -(m+ M)

.

Considerando un punto de equilibrio en donde el carro se encuentra detenido en el origen
de coordenadas y la barra se encuentra en la posicion vertical, se halla el modelo lineal,
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PENDULO INVERTIDO

MODELO DE ESTADO LINEAL

0 1 0 0
B(J+m-L%) m’.g-L°
. I M+m+m-M-LC I (M+m)+m-M-L2 O+
0 0 0 1
m-L-B m-g-L-(M+m)
JM+m+m-M-L> J-M+m)+m-M-L°
_ 0 _
J+m-L?
. J-M+m)+m-M -L? u(t)
0
m-L
I (M+m)+m-M-L? |

yt)=0(t)=[0 0 1 0]x(t)
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PENDULO INVERTIDO

MODELO DE ESTADO LINEAL

Considerando los siguientes valores M = 0.5 Kg; m = 0.2 Kg; B=0.1 N.m/s; J = 0.006 N.m/s?;
g=9.8 m/s?y L =0.3 m el modelo queda:

0 1 0 0 0
. 0 -0.1818 -2.673 0] . 1.818 | .,
X (1) = X (t)+ u (t
(t) . . a (t) . (t)
_O 0.4545 31.18 O_ | —4.545 |

yt)=[0 0 1 0]x'(t)

La funcion de transferencia del angulo de inclinacion es:

o(s) —4.54555
U(s) (s—5.565) (s+5.604) (s+0.1428)

Como puede verse el sistema es inestable Teoria de Control



PENDULO INVERTIDO

DISENO:

Se va a disefar un control para mantener la barra del péndulo en posicion vertical. Se
considera en el disefio, una perturbacion en la fuerza aplicada sobre el carro.
Se plantea para ello el siguiente esquema de control:

Fuerza de
perturbacion

Angulo de

REFERENCIA la barra

el carro

Para determinar las condiciones de disefo, se va a utilizar la funcion de transferencia
del sistema linealizado. Para el disefo, se analiza la estabilidad para un controlador
con transferencia

Ge(z) =1
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PENDULO INVERTIDO

DISENO:

Se considera para el disefo que la transferencia del sensor es: H(s)=1.
Se va a utilizar una plataforma digital que muestrea a una frecuencia de 50 Hz.
A partir de estos datos se calcula la transferencia discreta de la planta:

G,(s)H (S)} ~0,0009089(z +0,9988)(z —1)
S

GH(z)=1-zYZ { -
(z—-0,9971)(z—-1,118)(z—0,894)

Aplicando la transformacion BILINEAL se llega a :

(( \\
1+—T . ]
GH (W) = GH 4 2 )| _2,751x10 "w(w+1,649x10")(w —100)
(1_WT) (W + 0,1428)(w—5,559)(w + 5,598)
2 )
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PENDULO INVERTIDO

2,751x10~"w(w+1,649x10°)(w—100)
(W + 0,1428) (W — 5,559)(w + 5,598)

GH (w) =

Los diagramas de Bode y Nyquist se muestra a continuacion:

! E E 1 E 1 1 E 1 1 18 A
Im(GH)

. a / by
®=07/
< - >
a5 E“ O=+00
: « Re(GH)
b5
\J
T El sistema resulta inestable para
cualquier valor de ganancia.

Imm‘? 1n® w' i’ ' ||if i ' i’ i’ 1 m

Freq radizar)
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PENDULO INVERTIDO

Analizando el lugar de raices se puede desarrollar una técnica que permita llevar el
sistema, a lazo cerrado, a una condicion de estabilidad. Se analiza, en forma cualitativa,
el movimiento de las raices en el plano complejo.

F § th)

K>0

Qv

Para poder llevar el polo inestable al
semiplano izquierdo es indispensable
eliminar el cero en el origen.
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PENDULO INVERTIDO

De acuerdo a lo analizado, se agrega un polo en el origen para mejorar la estabilidad.
El grafico respuesta en frecuencia se muestra a continuacion.

Magnitude dB
Fhoes (degresse)

B T

w? W W' 1w ' 10° 10’ ' 1° 1w° 10"
Fran radises)
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PENDULO INVERTIDO

De acuerdo a lo analizado, se agrega un polo en el origen para mejorar la estabilidad.
El grafico respuesta en frecuencia se muestra a continuacion.

A

Im(G H) Aun cancelando el cero, resulta imposible
estabilizar al sistema.

(7 0] Re(GH)
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PENDULO INVERTIDO

La condicion para poder estabilizar el sistema es realimentar positivamente y generar
una zona del diagrama de Nyquist en donde N=-1. Para eso se necesita levantar la
fase, para poder superar el valor de 0°. De este modo, el diagrama de Nyquist seria de

la siguiente forma:

A

Im(GH)

N=-1
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PENDULO INVERTIDO

Se va a utilizar la técnica de adelanto de fase para modificar la respuesta en frecuencia
de acuerdo a lo analizado. Se tener en cuenta que el médulo en el primer cruce por 0°
debe ser mayor a uno y en el segundo cruce, menor que la unidad. Por lo tanto, el
avance de fase debe hacerse en donde la curva de ganancia tenga un valor que asegure
el cruce por cero dB.

——

En baja frecuencia "=~
. Nno se puede ]
: asegurar el cruce
: por 0 dB

Phase (degress)

e

- -1E]

_ : | En esta zona se
=y ; debe adelantar
- - | mucho la fase

- Ll

- p—_—
-3 L T . T - - T L T 2l

0 - W' 10 0 10 10’ 1w 1w 10 10
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PENDULO INVERTIDO

Se decide realizar el avance de fase centrado en »=10 r/s, pero resulta que a esa
frecuencia se debe avanzar mas de 90°. Se va a utilizar una red doble de avance de 65°.
Se procede al disefio de la red:

:
a)O :10id ¢max = 650
seg
sen @, =2t o a7 Dun 544
a+l 1-sen @,
a
o, :T;: 2.2169 ®, = Ja o, =45.107
2
G (W) = 20,35(W+2.217)
“ (w+45.11)
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PENDULO INVERTIDO

Finalmente, se debe ajustar la ganancia para que el cruce por O dB quede dentro de la
zona de estabilidad.

50

Magniiude dB
Phase (degraas)

w? 1w w' i 10 w’ 10 10 10 1w 1w

Freq irads=ch

Freq= 9727 s, "Mag = 00721 (-22B4 4B} Phass = 35 44 deg
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PENDULO INVERTIDO

Se debe aumentar la ganancia aproximadamente 14 veces.
Finalmente el compensador total queda:

5796(w+ 2.217)>
GCT (W) — ( 2)
W(W+45.11)

Transformando el compensador a Z:

6 (2)— 28.76(z—0,9566)" (z +1)
T (2-0,3783) (2-1)

El algoritmo de control resulta:

u(k) = 28.76-e(k) — 26.26-e(k —1) — 28.71-e(k — 2) + 26.32-e(k —3) +...
41,757 -u(k —1) —0.8997 -u(k — 2) + 0.1431- u(k —3)
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PENDULO INVERTIDO

Simulacion:
B e Sistema Mo Lineal 1
anguiod
Fuarza? I:l
L
| I I | ]+ - 23 TR0 S5 B A+ 1) _I-L|_ > Pasicidn
— g (AN IR - | -
-Ec-n[-r;{]rl sadl DOhis orede Dar-der ~
Zem-Pole Held1 A Radiznes
| e— -
Eradas
Fuezal Subspsiem
Sistama linealizada
nn »| By .|
—
Pulz= Transport i
Generalor? Cezlay Pasicidn
o = A&x+Bu D
g [T 'I: >
Radianesi
| -
Grados
Sizle-Space
] L
Ihfe e
) | [
Zero-Oroer Manual Swith

Heid

Teoria de Control



	TEORÍA DE CONTROL
	Número de diapositiva 2
	Número de diapositiva 3
	Número de diapositiva 4
	Número de diapositiva 5
	Número de diapositiva 6
	Número de diapositiva 7
	Número de diapositiva 8
	Número de diapositiva 9
	Número de diapositiva 10
	Número de diapositiva 11
	Número de diapositiva 12
	Número de diapositiva 13
	Número de diapositiva 14
	Número de diapositiva 15
	Número de diapositiva 16
	Número de diapositiva 17
	Número de diapositiva 18

