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4.1. Introduccion

Hasta ahora el andlisis se ha limitado en su mayor parte a circuitos de cd: los circuitos
excitados por fuentes constantes o invariantes en el tiempo.

Las fuentes de cd, fueron el principal medio de suministro de energia eléctrica hasta
fines del siglo XIX, a finales de ese siglo comenzé la batalla de esa corriente contra la
corriente alterna. A causa de que la “ca” es més eficiente y econémica para la
transmision a grandes distancias, los sistemas de “ca” terminaron imponiéndose.
Ahora se inicia el analisis de los circuitos en los que la tensién o la corriente de la
fuente varian con el tiempo.

En este capitulo nos interesar4 en particular la excitacion senoidal variable con
respecto al tiempo, o simplemente excitacion por una “senoide”.

Una senoide es una sefial que tiene la forma de una funcién seno o coseno

Una corriente senoidal se conoce usualmente como corriente alterna (ca). Esta
corriente se invierte a intervalos regulares y tiene valores alternadamente positivo y
negativo. Los circuitos excitados por fuentes de corriente o tension senoidal se llaman
circuitos de ca.

Las senoides interesan por varias razones. Primero, la propia naturaleza es
caracteristicamente senoidal. Hay variacién senoidal en el movimiento de un péndulo,
la vibracion de una cuerda y la respuesta natural de sistemas subamortiguados de
segundo orden (este tema lo desarrollaremos al estudiar la respuesta de los circuitos
en la unidad siguiente)

Segundo, una sefal senoidal es facil de generar y transmitir. Es la forma de la tensién
generada en todo el mundo y suministrada a hogares, fébricas, etc. Es la forma
dominante de la sefial en las industrias de comunicaciones y energia eléctrica.
Tercero, por medio del analisis de Fourier, cualquier sefial practica peridédica puede
representarse como una suma de senoides.

Por dltimo, una senoide es facil de manejar de manera matemética. La derivada y la
integral de una senoide son ellas mismas senoides.

4.2. Senoides

Considere la tensién senoidal: v (t)=V,_ sen wt
donde:

Vm = amplitud de la senoide

w = frecuencia angular en rad/seg

wt = argumento de la senoide

La senoide se muestra en la figura 9.1 a) como funcién de su argumento, y en la figura
9.1 b) como funcién del tiempo. Una senoide se repite cada T segundos, asi T se

] . . 2r
llama periodo de la senoide. En la figura se observaque wT =2 . Luego: T =—
w

v(r) v(s)

Figura 9.1
Grifica de V,, senwf: @) como funcién de wt, b) como funcién de .
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El hecho de que v(t) se repita cada T segundos se demuestra reemplazando t port+ T
la ecuacion. Asi se obtiene:

2
v(t+T)=V, senw(t+T)=V, senw(t+—7r)=vm sen (wt+ 27 )=V, senwt=v(t)
W

v (t+T )=v(t) lo cual quiere decir que v tiene el mismo valorent+ T que ent, y se
dice que v(t) es periddica.

Una funcién periddica es aquella que satisface f (t) = f (t + nT) para cualquier ty
para cualquier n entero.

Como ya se menciono, el periodo T de la
funcion peridédica es el tiempo de un ciclo
completo, o el nUmero de segundos por ciclo. El
reciproco de esta cantidad es el numero de
ciclos por segundo, conocido como frecuencia

v, =V senwt

. ) , 1
ciclica “f” de la senoide. Asi, f=?. De las

ecuaciones se desprende que: w=2rx f.

Mientras que w esta en radianes por segundo
(rad/s), f esta en hertz (Hz).

Vo I

v, =V, sen(wt + &)

Considérese ahora una expresion mas general  ggua90
de la senoide: v (t ) :Vm sen wt + ¢ ) Dos senoides con diferentes fases.

Donde (wt + ¢) es el argumento y ¢ es la fase. Tanto el argumento como la fase
pueden estar en radianes o en grados. Examinense las dos senoides:

v, (t)=V,senwt y v, (t)=V, sen(wt+ @)que aparecen en la figura 9.2.

El punto de partida de v, en la figura 9.2 ocurre primero en el tiempo. Por lo tanto, se
dice de v, se adelanta a v en ¢ 0 que v; se atrasa de v, en ¢. Si ¢ = 0, también se dice
gue v1 y Vv, estan desfasadas. Si ¢ = 0 se dice que vi y Vv, estan en fase. Se puede
comparar vi y V2 de esta manera porque operan a la misma frecuencia, no es
necesario que tengan la misma amplitud.

Una senoide puede expresarse en forma de seno o de coseno. Cuando se comparan
dos senoides, es Util expresar ambas como seno o coseno con amplitudes positivas.
Esto se realiza usando las siguientes identidades trigonométricas:

sen(A = B) sen A cos B * cosAsen B
COS(A = B) =cos AcosB = sen Asen B

Con estas 1dentidades, es facil demostrar que

senfwr = 180°) —sen w!
costwr = 180%) = —coswr
sen(wir + 90°) +CoS w!
cos(mr £ 90°) + Sen wi

Ejemplo 9.1: Halle la amplitud, fase, periodo y frecuencia de la senoide: v(t) = 12 cos
(50t + 10°)
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Solucién:

La amplitud es V,, = 12 V.

La fase es ¢ = 10°,

La frecuencia angular es @ = 50 rad/s.
2 2

El periodo es T = B M 0.1257 s.
w 50

. ¢ 1A
La frecuencia es f = 7 = 7.958 Hz.

Ejemplo 9.2: Calcule el angulo de fase entre vi = - 10 cos (wt + 50°) y v, = 12 sen (wt
—10°). Indique cual de ambas senoides esté adelantada.

B METODO 1 Para comparar v, v v, se debe expresar en la misma for-
ma. Si se expresa en la forma coseno con amplitudes positivas,

v, = —10 cos(wt + 50°) = 10 cos(wt + 50° — 180°)
v, = 10cos(wt — 130°) o v, = 10 cos(wr + 230°) (9.2.1)

\I

Us = 12 sen({wt — 10°) = 12 cos{wt — 10° — 90°)
vy = 12 cos(wt — 100°) (9.2.2)

De las ecuaciones (9.2.1) y (9.2.2) puede deducirse que la diferencia de fase
entre v, y v, es de 30°. Puede escribirse v, como

v, = 12cos(wt — 130° + 30°) o wvs= 12cos(wt + 260°) (9.2.3)

-~

La comparacién de las ecuaciones (9.2.1) y (9.2.3) indica claramente que v,
se adelanta a v, en 30°.

4.3. Fasores

Las senoides se expresan facilmente en términos de fasores, con los que es mas
cémodo trabajar que con las funciones seno y coseno.

Un fasor es un nimero complejo que representa la amplitud y la fase de una
senoide.

Los fasores brindan un medio sencillo para analizar circuitos lineales excitados por
fuentes senoidales, las soluciones de tales circuitos serian impracticables de otra
manera. La nociébn de resolver circuitos de “ca” usando fasores la propuso
originalmente Charles Steinmetz en 1893. La definir los fasores y aplicarlos al andlisis
de circuitos, hay que recordar todo lo conocido del algebra de los nUmeros complejos.
La idea de la representacion fasorial se basa en la identidad de Euler.

En general: e*1? = cos ¢x jsen ¢. Lo que indica que se puede considerar a cos ¢ y
sen ¢ como las partes real e imaginaria de e , se puede escribir:

cos ¢ = Re (&%) sen ¢ = Im (e¥)

donde Re e Im significan la parte real de y la parte imaginaria de. Dada una senoide
V (t) = Vm cos (wt + &), podemos expresar a v (t) como :
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v(r) = V,, cos(wt + ¢) = Re(V,,e/“*®) (9.21)
0 sea
v(t) = Re(V, e/’ (9.22)
Por lo tanto:
v(f) = Re(Ve!™) (9.23)
donde

#t ® = " Aﬁ (9-24}

“V” es entonces la representacion fasorial de la senoide v (t), como ya se dijo.

\ Un fasor es unarepresentacion compleja de la magnitud y fase de una senoide. \

La ecuaciéon 9.23 establece que para obtener la  Fieimaginaro
senoide correspondiente a un fasor V dado, se ;
multiplica el fasor por el factor de tiempo e y se ‘
toma la parte real. Como cantidad compleja, un fasor
puede expresarse en forma rectangular, forma polar
o forma exponencial.

Dado que un fasor posee magnitud y fase, se
comporta como un vector y se representa en negrita. Eje real
Por ejemplo, los fasores V=Vn ZZ el =1In £- 6 se

representan graficamente en la figura 9.8. Esta / Direccién de retardo
representacion de fasores se conoce como diagrama

fasorial.

Las ecuaciones 9.21 a 9.23 revelan que para obtener /
el fasor correspondiente a una senoide, primero se
expresa la senoide en la forma de coseno para que Figura 9.8 , /
sea posible escribifla como la parte real de un  Diegramafasorialde V=V, féel =1, /76,
namero complejo.

\)
\Dirceci()n de adelanto

Después se elimina el factor de tiempo e, y lo que resta es el fasor correspondiente a
la senoide. Al suprimir el factor de tiempo, se transforma la senoide del dominio
temporal al dominio fasorial. Esta transformacion se resume del siguiente modo:

——

o B s . g | —
v(r) = V,, cos(wt + ¢) <= V=V,/¢ | (9.25)
(Representacion en (Representacion en f
¢l dominio temporal) el dominio fasorial)

J

Dada una senoide v(t) = Vi cos (Wt + ), se obtiene el fasor correspondiente como
V = VnZd. La ecuacion 9.25 se demuestra asimismo en la tabla 9.1 donde se
considera la funcion seno ademas de la funcién coseno. En la ecuacion 9.25 se
advierte que para obtener la representacion fasorial de una senoide, esta se expresa
en la forma coseno y se toman la magnitud y fase. Dado un fasor, la representacion en
el dominio temporal se obtiene como la funcion coseno con la misma magnitud que el
fasor y el argumento como wt mas la fase del fasor. La idea de expresar informacién
en dominios alternos es fundamental en todas las areas de la ingenieria.
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TABLA 9.1 Transformacion senoide-fasor.

Representacion en el dominio Representacion en el dominio
temporal fasorial
V,, cos(wt + @) Ve /&
[ S
V,, sen(wt + &) Ve /& — 90°
I, cos(wr + 0) i,/8
[ S
1, sen(wt + 6) I [0 — 90°

Obsérvese que en la ecuacién 9.25 se ha suprimido el factor de frecuencia (o de
tiempo) e y que la frecuencia no se muestra explicitamente en la representacion en
el dominio fasorial, porque w es constante. Sin embargo la respuesta depende de w.
Por esa razon el dominio fasorial también se lo conoce como dominio frecuencial.
A partir de las ecuaciones 9.23 y 9.24, v(t) = Re (V e") = V, cos (wt + &), de manera
que:

dv

g = —wV,, sen(wt + ¢) = wV,, cos(wt + ¢ + 90°)

o _ (9.26)
= Re(wV, e’e’®’™) = Re( joVe'™)

m

Esto indica que la derivada de v(r) se transforma al dominio fasorial como
_I'(UV.

dv
A &~ iwV 9.2
dt { et
(Dominio temporal) (Dominio fasorial)

De igual modo, la integral de v(r) se transforma al dominio fasorial como
V/jw,
v
v dt = : (9.28)

Jw

(Dominio temporal) (Dominio fasorial)

La ecuacién 9.27 permite el reemplazo de una derivada respecto al tiempo por la
multiplicacion de jw en el dominio fasorial, mientras que la ecuacion 9.28 permite el
reemplazo de una integral respecto al tiempo por la division entre jw en el dominio
fasorial.

Las ecuaciones 9.27 y 9.28 son Utiles en la determinacion de la solucién en estado
estable, la cual no requiere conocer los valores iniciales de las variables implicadas.
Esta es una de las aplicaciones importantes de los fasores.

Ademas de la derivacion e integracion respecto del tiempo, otro importante uso de los
fasores reside en la suma de senoides de la misma frecuencia.

Conviene subrayar las diferencias entre v(t) y V:

1. v(t) es la representacion instantdnea o en el dominio temporal, mientras que V es la
representacion de frecuencia o en el dominio fasorial.

2. v(t) depende del tiempo, mientras que V no.

3. v(t) siempre es real y no tiene ningun término complejo, mientras que V es

generalmente compleja.
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Finalmente, se debe tener presente que el andlisis fasorial solo se aplica cuando la
frecuencia es constante; se aplica en la manipulacion de dos o mas sefales
senoidales solo si son de la misma frecuencia.

Ejemplo 9.3

Evalie estos nimeros complejos:

10/-30° + (3 — j4)

b —————

Q2 + j4)3 — j5)*
Solucién:
a) Al aplicar la transformacion de coordenadas polares a rectangulares,
40/50° = 40(cos 50° + j sen 50°) = 25.71 + j30.64
20/-30° = 20[cos(—30°) + jsen(—30°%)] = 17.32 — 710

La suma da por resultado

40/50° + 20/-30° = 43.03 + j20.64 = 47.72/25.63°

Calculando la raiz cuadrada de esta expresion,

(40/50° + 20/-30°'/* = 6.91/12.81°

b) Al aplicar la transformacién polar-rectangular, suma, multiplicacién y di-
vision,

10/-30° + (3 — j4) _ 866 —j5+ (3 —j4)

2 + j4)3 — j5)* 2 + ja)3 + j5)
11.66 — j9 14.73/-37.66°

T 14422 2608/12247°
0.565/-160.13°
Ejemplo 9.4: Transforme estas senoides en fasores:

a) i = 6.¢cos(50r — 40°) A
b) v = —4 sen(30r + 50°) V

Solucién:

a) i = 6cos(50r — 40°) tiene el fasor
I=6/-40°A
b) Puesto que —sen A = cos(A + 90°),

v = —4sen(30r + 50°) = 4 cos(30t + 50° + 90°)
= 4 cos(30r + 140°) V

La forma fasorial de v es
V= 4KI40°V

Ejemplo 9.5: Halle las senoides representadas por estos fasores: a) | =-3+j4 A, b)
V=j8el
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Solucién:
a)I = -3 + j4 = 5/126.87°. Transformando al dominio del tiempo

i() = 5 cos(wt + 126.87°) A
b) Puesto que j = 1/90°,
V = j8/—20° = (1/90°)(8,/—20°)
= 8/90° — 20° = 8,/70° V

La transformaci6n de esto al dominio temporal da por resultado
u(t) = 8 cos(wt + 70°) V
Ejemplo 9.6

Dadas i,(f) = 4 cos(wr + 30°) A e i»(1) = 5sen(wr — 20°) A, halle su suma.

Solucién:
Este es un uso importante de los fasores: para la suma de senoides de la mis-
ma frecuencia. La corriente (1) estd en la forma estandar. Su fasor es

I, =4/30°

Se debe expresar ix(7) en la forma de coseno. La regla para convertir el seno
en coseno es restar 90°. Asf,

i» = Scos(wr — 20° = 90°) = 5 cos(wt — 110%)
y su fasor es
L= 5/-10
Si se concede que ¢ = i, + i>, entonces

I=l| +13=4 30°+5 _1100
= 3464 + j2 — 1.71 — j4.698 = 1.754 — j2.698
= 3.218/-56.97° A

Al transformar esto al dominio temporal se obtiene
i(f) = 3.218 cos(wt — 56.97°) A

Desde luego que se puede hallar i, + i, mediante la ecuacién (9.9), pero ése
es el método dificil.
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Ejemplo 9.7

Aplicando el método fasorial, determine la corriente i(f) en un circuito des-
crito por la ecuacién integrodiferencial

[ di =
4i + 8 | idt — 3— = 50 cos(2t + 75°)
J dt

Solucion:

Se transforma cada término de la ecuacién del dominio temporal al fasorial.
Teniendo en cuenta las ecuaciones (9.27) y (9.28). se obtiene la forma faso-
rial de la ecuacioén dada como

81

41 + — = 3jwl = 50/75°
J@
Pero w = 2, asi que
14 — j4 — j6) = 50/75°
50/75° 50/75°
= s B e 4.642 ’(]43.2L‘ A
4—j10  10.77/-68.2° s

Al convertir esto al dominio temporal,
i(r) = 4.642 cos(2r + 143.2°) A

Tenga presente que ésta es s6lo la solucion de estado estable, y que no se re-
quiere conocer los valores iniciales.

4.4. Relaciones fasoriales de elementos de circuitos

i |
e .
Ahora que ya se sabe como representar una tensiéon o una -
corriente en el dominio fasorial o frecuencial, nos podriamos
preguntar cdmo aplicar eso a circuitos que implican a los Y 2R v "'
elementos pasivos R, Ly C.
Lo que se debe hacer es transformar la relacion de tension — o— __J
corriente del dominio temporal al dominio frecuencial en cada v ‘ i
elemento. Hay que adoptar de nuevo la convencion pasiva de . ;f; =
SIgnos. Relaciones de tensién-corriente de un re-
sistor en el: @) dominio temporal, b) do-
. Comencemos por el resistor R. minio frecuencial.
Si la corriente que circula por el resistor R es i(t) = Im cos (wt + Im 4
), la tension a través de él esta dada por la ley de Ohm como: v

v({t)=iR=RIncos (Wt +J)

La forma fasorial de estatensibnes: V=R Iy £ &

Pero la representacion fasorial de la corriente es | = I, ZQD.
Asi:V=RI ‘\(b

Lo que indica que la relacion tension — corriente del resistor en . ! >
el dominio fasorial sigue siendo la ley de Ohm, como en el Figura 9.10 )
dominio temporal. La figura 9.9 ilustra las relaciones de tension  Diagrama fasorial para el resistor.

— corriente de un resistor. Cabe sefalar respecto de la

ecuacion que tension y corriente estan en fase, como se ilustra en el diagrama fasorial

de la figura 9.10.
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e En cuanto al inductor L, supdngase que la corriente que circula por él es i = I cos
(wt + ). Asi, la tension a través del inductor es:

v=L— = —wlLl,sen(ot + ¢) (9.32)

Recuérdese que — sen A = cos (A + 90°). Se puede escribir la tensién como:
v = wlLl,, cos(wt + ¢ + 90°) (9.33)
Lo que al transformar en la forma fasorial da por resultado:
V = oLl e/®*%) = oLl /P = oLl /b + 90° (9.34)

Pero Im £& =1, y con base en la ecuacién e/ °°=j. Por lo tanto, V =jwL |

Lo cual indica que la tensién tiene una magnitud de wLIn y una fase de & + 90°. La
tension y la corriente estan desfasadas 90°. Especificamente, la corriente se atrasa de
la tension en 90°. En la figura 9.11 se muestran las relaciones tension — corriente del
inductor. En la figura 9.12 se muestra el diagrama fasorial.

i I
D O -
+ { +
v i v =y w
o = o0— .
v=L di V =jwlLl
dr
a) b) >
Figura 9.11 ) Re
Relaciones de tension-corriente de un in- F'S“ra 9'12 ) )
ductor en el: @) dominio temporal, b) do- Diagrama fasorial para el inductor; I
minio de frecuencia. se atrasa de V.

e En cuanto al capacitor C, supdngase gue la tension a través de él es v (t) = Vn
cos (wt + ). La corriente a través del capacitor:
. ,(/U
i =C
dt

Al seguir los mismos pasos dados en el caso del inductor, la corriente en forma fasorial
resulta:

I =joCV = V=-
JwC

7 1 Im 4
+ ‘ -:- @
| I
) = C ; Vv
|
_ e
S O i R ———

1
-
-
{
o

~. Q|

—cd 1=jwCV 0 Re
dt
B b) Figura 9.14
: Diagrama fasorial para el capacitor; 1
Figura 9.13 se adelantaa V.

Relaciones de tension-corrien-
te del capacitor en el: a) do-
minio temporal, #) dominio
frecuencial
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Lo que indica que la corriente y la tension estan desfasadas 90°. Para ser mas
especificos, la corriente se adelanta a la tension en 90°. En la figura 9.13 aparecen las
relaciones tension — corriente del capacitor, y en la figura 9.14 el diagrama fasorial.

En la tabla 9.2 se resumen las representaciones en el dominio temporal y en el
dominio fasorial de estos elementos de circuitos.

TABLA 9.2 Resumen de relaciones de tension-corriente.

Elemento Dominio temporal Dominio de frecuencia
R v=Ri V = RI
i
L v=1= V = joll
dt
X du p I
G i=C V=-
dr JjwC
Ejemplo 9.8
La tension v = 12 cos(60z + 45°) se aplica a un inductor de (.1 H. Halle la

corriente en estado estable que circula por el inductor.
Solucién:
En el caso del inductor, V = jwLI, donde @ = 60rad/sy V = 12/45° V. Asi,

]
v 12/45°  12/45°

[=—=— - = ——==2/-45°A
JwL  j60 X 0.1 6/90°

Al convertir esto al dominio temporal,
i(1) = 2 cos(60r — 45°) A
4.5. Impedancia y Admitancia

En la anterior se obtuvieron las relaciones de tensién — corriente de los tres elementos
pasivos como:
1

V = RI, V = jwlLl, ¥V Ee— (9.38)
JjoC

Estas ecuaciones pueden escribirse en términos de la razén entre la tension fasorial y
la corriente fasorial como:

\.' - R Vy' ‘ L " ]
= R. — = jwL. = i B :
I I J I ioC (9.39)
De estas tres expresiones se obtiene la ley de Ohm en forma fasorial para cualquier
tipo de elemento como:

7=

\"
T 0 sea V=12ZI (9.40)

Donde Z es una cantidad dependiente de la frecuencia conocida como impedancia,
medida en ohms.

La impedancia Z de un circuito es la razén entre la tension fasorial ¥ y la co-
rriente fasorial 1, medida en ohms (()).
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La impedancia representa la oposicion que exhibe el
circuito al flujo de la corriente senoidal. Aunque es la
relacibn entre dos fasores, la impedancia NO ES UN
FASOR, porque no corresponde a una cantidad que varie
senoidalmente.

Las impedancias de resistores, inductores y capacitores
pueden obtenerse facilmente de la ecuacion 9.39.

En la tabla 9.3 se resumen esas impedancias. De ella se
desprende que Z. =jwL Yy Zc =-j /wC.

Considérense dos casos extremos de frecuencia angular.
Cuando w = 0 (es decir circuitos alimentados por fuentes de
cc), ZL = 0y Zc —»m, lo que confirma lo que ya se
sabe:

a) un inductor actia como un cortocircuito, en
tanto que el capacitor lo hace como un circuito
abierto.

b) Cuando w —»« (es decir para las altas
frecuencias) Zc = 0y Z. —»x, lo que indica que
el inductor es un circuito abierto en altas
frecuencias, en tanto el capacitor es un

TABLA 9.3

Impedancias y admitancias
de elementos pasivos.

Elemento Impedancia Admitancia

R Z=R V==
R
1
L Z = joL Y=—
_/(1)[.
1
C Z=— Y = jwC
joC i
_C\—_.:}—
Cortocircuito en c¢d
— —_——

o Oo—

Circuito abierto
en altas frecuencias

a)

—0 —

cortocircuito. Circuito abierto en cd
En la figura 9.15 pueden verse estas relaciones. —— ——
Como cantidad compleja, la impedancia puede ﬁ‘[‘“"f‘-’f‘f'f
expresarse en forma rectangular como: I
D)
Z=R+jX Figura 9.15

Circuitos equivalentes en cd v altas fre-

Donde R = Re Z es la resistenciay X =Im Z es la
reactancia.

cuencias: a) inductor. b capacitor

La reactancia X puede ser positiva 0 negativa. Se dice que la impedancia es inductiva

cuando X es positiva y capacitiva cuando X es negativa.

Asi, se dice que la impedancia Z = R + j X es inductiva o de retardo, puesto que la
corriente atrasa a la tension, mientras que la impedancia Z = R — j X es capacitiva o en
adelanto, puesto que la corriente adelanta a la tension. La impedancia, la resistencia y
las reactancias se miden en ohms. La impedancia también puede expresarse en forma

polar como.
Z=|Z|/6

Ing. Gustavo L. Ferro — Prof. Adjunto Electrotecnia
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Al comparar las ecuaciones (9.41) y (9.42) se infiere que

Z=R+jX= |Z|@ (9.43)
donde
Z| = VRZ+ X2, 6= mn"% (9.44)
y
R = |Z|cos8, X = |Z|senf (9.45)

A veces resulta conveniente trabajar con el inverso de la impedancia, conocido como
admitancia.

La admitancia Y es el inverso de laimpedancia, medido en siemens (S)

La admitancia Y de un elemento (o circuito) es la razén entre la corriente fa-
sorial y la tensién fasorial a través de €1, o sea

| I
Y = Z V (9.46)

Las admitancias de resistores, inductores y capacitores pueden obtenerse de
la ecuacién (9.39). También se resumen en la tabla 9.3.
Como cantidad compleja. se puede escribir Y como

Y=G+jB (9.47)

donde G = Re Y se llama conductancia y B = Im Y se llama susceptancia.
La admitancia, la conductancia y la susceptancia se expresan en siemens (0
mhos). Con base en las ecuaciones (9.41) y (9.47),
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G+ jB=r—r 9.48
YRR C4)
Por racionalizacion,
] R =5 3K ihaliTi g%
G+jB= — .o d (9.49)
R+jX R—jX R?*+x?
La igualacion de las partes real e imaginaria da como resultado
R
G=——, B=——X— (9.50)
R? + Xx? S

lo que indica que G ¥ 1/R como en los circuitos resistivos. Por supuesto que
si X = 0, entonces G = 1/R.

Halle v(r) e i(f) en el circuito que aparece en la figura 9.16. chmplo 9.9
Solucién:
A partir de la fuente de tensién 10 cos 41, w = 4,

V,=10/0°V i_ 50

A

N u‘v’.T
O.1F v

La impedancia es

Z =54 | 54 I —5— 1250 v,= 10 cos 41
joC PREL = e )
Asi, la corriente, Figura 9.16
Para el cjemplo 9.9.
. 10/0° 105 + j2.5)
Z 5-j25 S24+25° 9.9.1)

= 1.6 + j0.8 = 1.789/26.57° A

La tensién a través del capacitor es

1 1.789/26.57°

V = IZ(* s _
joC Jj4 X 0.1 992
1.789/26.57° 2%
- =447/-6343°V
0.4/90°
Al convertir I y V de las ecuaciones (9.9.1) y (9.9.2) al dominio temporal se

obtiene

i(r) = 1.789 cos(4r + 26.57°) A
v(r) = 4.47 cos(4r — 63.43°) V

Notese que i(z) se adelanta a v(z) en 90°, como era de esperar.
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4.6. Combinacion de impedancias

Considérense las N impedancias conectadas en serie que aparecen en la figu-
ra 9.18. A través de ellas fluye la misma corriente I. La aplicacién de la LTK

a lo largo del lazo da

V=V, +Vy+ -+ Vy=XZ, +Z, + -+ Zyp) (9.58)
l, Z, Z, Zy
tee—ia—
+ vl - + v2 -
4
v
5
Z,
Figura 9.18

N impedancias en serie.

La impedancia equivalente en las terminales de entrada es
A%
Zeq=Y=Zl+Z2+"'+ZN

O s€a

Zcq = Zl + Z2 driagaiade ZN (9.59)

lo que indica que la impedancia total o equivalente de impedancias conecta-
das en serie es la suma de cada una de las impedancias individuales. Esto se

asemeja a la conexi6n de resistencias en serie.

Si N = 2, como se muestra en la figura 9.19, la corriente que circula por

las impedancias es

Vv
Pl
Z,+1Z7,

Puesto que V, = Z,1y V, = Z,I, eﬁtonces

Z; Z
Vi=———V, V,=_—2_
A o L+av

la cual es la relacién de division de tension.

Ing. Gustavo L. Ferro — Prof. Adjunto Electrotecnia

(9.60)

(9.61)

Péagina 16



Electrotecnia — Capitulo 4 — Circuitos de corriente alterna

1 =
—
—

Vi

Figura 9.19
Division de tensidn.

De la misma manera, se puede obtener la impedancia o admitancia equi-
valente de las N impedancias conectadas en paralelo que se presentan en la
figura 9.20. La tension en cada impedancia es la misma. Al aplicar la LCK al
nodo superior,

1 1 |
Il et iesnd = —_—t — 4 e — 9.62
Il % IN Z| Zz ZN> ( )
I
+ l‘l Pz LI‘N
1 D A% Z, z, Zy
r ~
Z,
Figura 9.20

N impedancias en paralelo.

La impedancia equivalente es

Y N B <

Zeq V Z| Zz ZN'
y la admitancia equivalente es
qu = Y] -+ YE o= srinige YN (9-64)

Esto indica que la admitancia equivalente de una conexién de admitancias en
paralelo es la suma de las admitancias individuales.

Cuando N = 2, como se muestra en la figura 9.21, la impedancia equi-
valente se convierte en

A 1 17
Yo Yu+Y, UZ, +1/2, Z,+Z,

Z.,= (9.65)
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+ l'l l‘
1 v z, DZ:

Figura 9.21
Division de corriente

Asimismo, puesto que
V = Iqu = I]Zl = IzZz

las corrientes en las impedancias son

Z2 Zl '
L==—7=L h=—1—1 (9.66)
'z, + 2, AR

que es el principio del divisor de corriente.
Halle la impedancia de entrada del circuito de la figura 9.23. Suponga que el Ejemplo 9.10
circuito opera a @ = 50 rad/s.
Solucioén:
Sean 2 mF 02H

o—o i
Z, = Impedancia del capacitor de 2 mF 5 é L
Z, = Impedancia del resistor de 3 () en serie con el capacitor de 10 mF - i3 i % 80
:T. 10 mF \
Z; = Impedancia del inductor de 0.2 H en serie con el resistor de 8 () 9
Figura 9.23
Para el ejemplo 9.10.
Asi,
1 1
2)=—=—"—""7—7—7¥—"-=-j10Q
'TjeC  jsox2x103
1
2,=3+—=3+ =3-20

joC j50 X 10 x 1073
Zy =8 + joL = 8 + j50 X 0.2 = (8 + j10)

La impedancia de entrada es

(3 —j2)@8 + j10)

Zo.=27,+7Z,|2;=—j10 +
1 2“ 3 J 1+8

(44 +j14)(11 — j8)
112+ 82

= —j10 + —j10 + 3.22 — j1.07 Q

Por lo tanto,

Zew = 3.22 — j11.07 Q

Ing. Gustavo L. Ferro — Prof. Adjunto Electrotecnia
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Ejemplo 9.11 Determine v, (f) en el circuito de la figura 9.25.

Solucién:
Para hacer el andlisis en el dominio de la frecuencia, primero se debe trans--
60Q formar el circuito en el dominio temporal de la figura 9.25 al equivalente en
M el dominio fasorial de la figura 9.26. Esta transformacion produce

| +

20cos@r-15% (¥) 10mF == 5H S, v, =20cos(dr — 15°) = V,=20/-15°V, w=4
1 1
0mfF = —=—
Figura 9.25 JoC  j4 X 10 X 107"
Para el ejemplo 9.11. = —j250
5H = JjoL = j4 X 5 =200
60 Sean
W + Z, = Impedancia del resistor de 60

T VVVV T
‘ |
o I = - b
20415 @ YRk, JERZY Z, = Impedancia de la combinacién en paralelo

| del capacitor de 10 mF y el inductor de 5 H

Figura 9.26 Asi, Z, =60Q y

Equivalente en el dominio de la frecuen- 95 % 120

cia del circuito de la figura 9.25. Z, = —i25 i20 = e Lo Rl i100 O
2= —j25|j —s 20 Y

Por el principio de divisién de tensidn,

Z, F100
Vv, = =V, = —-15°
L+ Z, ' 60+ 100 (20/~157

(0.8575{30.96°)(20{—15°) = 17.15/15.96° V

Se convierte esto al dominio temporal y se obtiene

v,(f) = 17.15 cos(4r + 15.96°) V

I

4.7. El Teorema de Kennelly — Steinmetz

La ley de Ohm en corriente continua se expresa por U = R | e indica la
proporcionalidad entre la tensién y la intensidad de corriente impresas a una
resistencia.

Analogamente vimos que en corriente alterna se cumple que U = Z |, que sefala la
proporcionalidad entre los mismos elementos en una impedancia.

Estas dos expresiones nos indican que la ley de Ohm vale en corriente alterna si las
magnitudes se expresan en forma compleja.

Como consecuencia de esto valen en corriente alterna todas las relaciones deducidas
a partir de la Ley de Ohm o por su intermedio.

El Teorema de Kennelly — Steinmetz dice:

“Cualquier problema relativo a corriente alterna sinusoidal se puede resolver
considerando la formula resolutiva en corriente continua, y sustituyendo las
magnitudes escalares por los complejos respectivos en las intensidades y
tensiones, y la resistencia y conductancia por impedancia y admitancia
respectivamente”
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Ley En corriente continua |[En corriente alternada
Ley de Ohm U=RI U221
1ra. ley de Kirchhoff Ti=0 $i=0
2da. ley de Kirchhoff ZE-ZRI=0 LE-£ZI=0
Agrupamiento en serie || Rg=R+R,+ - -+Rn| Z5=2Z, +Z,++ +2Zn
Agrup. en paralelo Gp=G)+Ga+---+Gr Yp=V; +7¥;+ - -+Yn

4.8. Problemas Resueltos

Problema 1. El voltaje a través de una inductancia de L = 0,2 H es v = 100 sin (400 t

+ 70°) V. Determinar el valor de la corriente i que circula.

Dado que w = 400 rad/seq, la
reactancia inductiva valdra:

XL=wL=400x0,2=380Q.

La corriente valdra;

Im=Vm/ XL =100/80=1,25A

La corriente atrasa a la tensiéon

en 90°.

V= 70.7 V700

I; =0.884 A7 —20°
(a)

Luego la corriente sera: i. = 1,25 sin (400 t — 20°) A

En la figura vemos en (a) el diagrama fasorial y en (b) la representacién en el dominio

del tiempo.

Problema 2. El voltaje a través de un capacitor de C = 10 pF es vc = 100 sin (w' t - 40°)

100 V-{mmg /7

125 A - =

)
n
T

4 v, = 100 sin (4006 + 7OV

/-
3w

/ El'rr/; i

—_— - I

a0 iy

(b

V y la frecuencia f = 1000 Hz. Determinar el valor de la corriente ic que circula.

Dado que w = 1000 rad/seg, la reactancia capacitiva valdra: Xc =1/ w C = 15,92 Q.

La corriente valdra: I = Vi/ Xc = 100/ 15,92 = 6,28 A. La corriente adelanta a la

tension en 90°.

Luego la corriente sera: ic = 6,28 sin (6283 t + 50°) A

En
diagrama fasorial

la figura vemos en (a) el
y en (b)

representacion en el dominio del

tiempo.

L
a 100 V==---> ve
6.28 A/
I / \ X
s0° ————
+ 50°—:-| T II"-, 2
- ;
o w2/
Ve e\

{a)
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A S
— 200 4

1.25 sin (400 — 2074

Pagina 20



Electrotecnia — Capitulo 4 — Circuitos de corriente alterna

Problema 3. Calcular las corrientes que toman, conectadas a una tensién U = 220 V
eficaces y f = 50 Hz, las siguientes cargas:

a) Una estufa de 50 Q, carga practicamente resistiva pura.

b) Una bobina de 100 mH de autoinduccion, carga puramente inductiva.

¢) Un capacitor de 50 uF de capacidad, carga puramente capacitiva.

a) I=U/R=220V/50Q =4,40 A.

b) w=2 nf=314 rad/seg.
L=100mH=0,1H
Xe=wlL=31,40Q
=U/XL=220/314=T7A

c) C=50uF=50x10°F=5x10°F.
Xc =1/ wC = 63,68 Q
| =220/63,68=3,43 A

Problema 4. Los tres elementos del problema anterior se , 7 .
conectan en serie, como se indica en la figura, a una tension de -:"—Z“f" P ______”-__;
220 V eficaces y f = 50 Hz. ; ' b
Determinar: "JUMW“—“—‘
a) La impedancia total; R J— ¢
b) La corriente que circula; :

c) La tension en cada elemento.

a)Z=R+j(XL—Xc)=50+j(31,4—63,68) =50 —j 32,28 O
Mod Z =V R2 + X2= v 502 + 32,282 = 59,2 Q.
o =tg? (X/R) = tg (- 32,28 / 50) = - 32,85°
Z=592 /-32,85°0

b) La corriente sera: | = U/Z, donde debemos expresar la tension como un fasor,
conociendo su médulo que es un dato (220 V) debemos fijar el argumento, por lo que
adoptamos la tension como referencia fijando el angulo en 0°. Numéricamente sera:

| =220 £ 0°/59,2 ~ - 32,85° = 3,69 / 32,85°

En virtud de lo expresado la corriente resulta adelantada en 32,85° con respecto a la
tension, tal como es de esperar siendo un circuito capacitivo (reactancia capacitiva
mayor que la reactancia inductancia)

c) Las tensiones resultaran:

Ur=1.R=3,69 £ 32,85°x50=184,5 ~/ - 32,85°

U =1.X.=3,69 «£3285°x31,4 290° = 115,87« 122,85°
Uc=1.Xc=3,69 £32,85° x 63,68 / - 90° = 235/ - 57,15°

En el diagrama fasorial hemos representado las magnitudes
calculadas.
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Problema 5. A través de una impedancia formada por R =10 Q, L =50 mH y C= 100
WF circula una corriente eficaz de 10 Ay f = 50 Hz.
Determinar:

a) Latensidn necesaria entre extremos y el desafaje total,

b) Las tensiones parciales;

c) Eldiagrama fasorial y la expresion simbdlica de la tension.

a)R=10Q
Xe=wL=2rgfL=1570Q
Xc = 1/wC= 32,10 Q
Z=R+j(XL—Xc)=10+ (15,70 -32,10)=10—j 16,40 Q
Mod Z = V R? + X2= 19,20
¢ =tg (X/R) = - 58,63°
Z=19,20 / -58,63°Q
U=Z.1=19,20.10=192,0V
b)
Ur=1.R=10 £ 0°x10=100 ~ Q°
U.=1.X.=10 £ 0°x 15,70 £ 90° = 157,0 £ 90°
Uc=1.Xc=10 £ 0°x 32,10 £ - 90° = 321,0/ - 90°

c) En el diagrama fasorial que sigue se ha tomado como referencia
la corriente, que es el dato. Como en el problema anterior se eligié
como angulo 0°. La expresion de la tensién total sera:

U=2.1=19,20 £-58,63°x10 £ 0°=192,0 £ - 58,63° k7 V

U=100—j 163V %
Problema 6. Una bobina de R = 10 Q y L = 20 mH se coloca en _
paralelo con un capacitor de 100 puF y se le aplican 220 V a una f = Z
50 Hz, segun puede verse en la figura. _rel Nt
Calcular la corriente total, las corrientes parciales y dibujar el 1,[ L4 L
diagrama fasorial. .
[
w =2 1 50 = 314 rad/seg I 2;
XL =314 x0,02=6,28 Q 7

Xc=1/314x10%=32,1Q

Gi1=R/(R?+X_?) =0,071 Si
By=-X./(R2+ X.?) =-0,045 Si )A
Y, =0,071 - 0,045

‘7'\.

Gz =0 Bz = l/Xc = 0,0314 Si
Y,=G;+jB2,=0,0314 £ 90°

Y=Y:1+Y,=0,071-j0,0136 =0,0723 £ - 10,84° . .
Escala de infensidades

Z=1/Y=13,85 ,10,84°=13,58 +j 2,58 0 A
[====1]

5

Con la impedancia total asi obtenida y tomando un angulo de
referencia y tomando un angulo de referencia 0° para la tension, la corriente total vale:

| =U/Z =220 £0°/ 13,83 £10,84° = 15,90 £ - 10,84°

Para calcular las corrientes parciales tomamos las impedancias:

Ing. Gustavo L. Ferro — Prof. Adjunto Electrotecnia Pagina 22



Electrotecnia — Capitulo 4 — Circuitos de corriente alterna

Z;=10+)6,28=11,8 £32°10°
Z;=-j32,1=32,1£-90°

;=220 £0°/11,8 £32°10'=18,64 £ -32°10"=15,76 —j 9,91
=220 £0°/32,1 £-90°= 6,85 £90° = 6,85

Sumando: | = Iy + 12 = 15,90 £ - 10° 50

GIf/2015

Ing. Gustavo L. Ferro — Prof. Adjunto Electrotecnia Pagina 23



