Codificacion Superdensa y Teleportaciéon Cuantica

Vamos a ver los dos primeros protocolos de comunicacién cudantica. Ambos son inherente-
mente cuanticos: no hay protocolos clasicos que se comporten como ellos. Se identificara a
las dos partes como ”Alice” y ”Bob” como es usual en los protocolos de comunicacién. Los
protocolos requieren que Alice y Bob compartan inicialmente un par enredado de qubits en

el estado de Bell o par EPR
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Tal estado puede haber sido creado cuando los qubits estan juntos en un laboratorio y

|6o0) = —=(100) +[11)).

haberlos hecho interactuar para obtener el entanglement entre ellos. Después, Alice y Bob
se llevan cada uno su qubit y se supone que no interactiian con el entorno de forma que

continuian entangled.

A. Codificacién Superdensa

Supongamos que Alice quiere mandar a BOB dos bits clasicos de informacién. Como
dijimos antes, ambos comparten el estado de Bell |By) y supongamos que Alice tiene
el primer qubit y Bob el segundo. Alice aplica a su qubit una de las cuatro posibles

compuertas de 1-qubit a su qubit de acuerdo a la siguiente tabla:

Para mandar Trans formacion
00 I®lI: %(|00)+|11)) %%(\00>+\11>): | Boo)
01 Xel: -5(100) +[11)) — 5(]01) +[10)) = [Bon)
10 AP 7(100) +[11)) = 5(]00) — [11)) = [Bo)
11 ZX &I : 7(100) +[11)) — 5(]01) — [10)) = [Bu1)

Verifique los resultados de arriba. Después de aplicar la compuerta apropiada, Alice
manda su qubit a Bob. Ahora Bob puede realizar una medicién del estado conjunto de dos

qubits con respecto a la base de Bell. Esta medicion ya fue descripta en la secciéon anterior.
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La medicion del estado de Bell permite a Bob ver qué estado de Bell tiene y determinar los
dos bits clasicos que Alice le querfa transmitir (a y b en la Figura).

El circuito correspondiente se muestra en la Figura:
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B. Teleportacién Cuantica

La teleportacién cuantica es una técnica para transmitir estados cuanticos sin necesidad

de un canal de comunicacion cuantico. En la misma forma que para codificacién superdensa,
Alice y Bob comparten el par |5y) desde algiin tiempo previo. Supongamos que Alice
quiere transmitir a Bob un qubit |¢).
La idea es que Alice haga interactuar este qubit |¢)) con su mitad del par EPR y mida los
dos qubits que tiene, obteniendo alguno de los cuatro resultados posibles: 00, 01, 10, 11.
Ella envia esta informacién a Bob. Este realiza una de cuatro operaciones sobre su mitad
del par EPR y recupera el estado |¢).

El circuito correspondiente se muestra en la Figura:
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Las lineas de arriba son las de Alice y la de abajo es de Bob.



El qubit a ser teleportado es |1)) = «|0) 4+ 5|1), donde o y 5 son amplitudes desconocidas.

El estado de entrada es
|¢0> = |¢>|500>
= Z5[a]0)(]00) +[11)) + B[1)(|00) + [11))],

donde usamos la convencién que los primeros qubits (empezando por la izquierda) son los
de Alice y el tercero es el de Bob.

Despues que los qubits de Alice pasen por la compuerta CNOT se obtiene:

1
1) = ﬁ[a|0>(|00> +[11)) + BI1)(]10) +[01))].

Despues de la compuerta de Hadamard:

[¥2) = %[a(|0> +11))(100) + |11)) + 5(0) = [1))([10) +[01))].

que reagrupando términos se convierte en

[¥2) = 31100)(a]0) + BI1)) + [01)(ax[1) + 5]0))
+[10)(]0) = £1)) + [11)(al1) = 5|0))] .

De acuerdo a esta expresion, la medicion de los qubits de Alice determina el estado que

tiene Bob:
Alice Bob
00 al0) + B|1)
01 al1) + 5]0))
10 al0) — B|1)
11 all) = f]0))

De forma que si Alice le transmite a Bob por un canal clasico los dos bits resultados de
su medicion, Bob hara las transformaciones correspondientes a su estado para obtener el
|1} original. Si los bits de Alice son 00, Bob no hace nada porque ya tiene a |¢). Si son 01
aplicara X. 10 aplicarda Z y finalmente 11 aplicard X Z. Esto esta reflejado en la figura con

las compuertas X2 y 7M1,



Es posible transmitir informacion mas rapido que la velocidad de la luz a través de la
teleportacion cuantica? Esto violaria la teoria de la relatividad. La necesidad de transmitir la
informacion de la medida de los qubits de Alice por medio de un canal cldsico necesariamente
limitado a velocidades menores que la de la luz resuelve esta paradoja aparente.

También es importante senalar que no se realiza una copia o clonado del qubit original.
Esto no sucede porque si bien se arma el estado igual al original, éste termina en uno de los
estados de la base computacional |0) o |1).

Copia de Qubits

Clasicamente la copia de bits es sencilla de hacer. Se puede usar el circuito de la figura
con una compuerta CNOT en la que se introduce un bit de entrada a copiar en un estado
desconocido x y como target un bit igual a cero. La salida son dos bits iguales a x, de

forma que se logré copiar el bit de entrada.

0 —b— @

Supongamos que tratamos de hacer lo mismo con un qubit en el estado desconocido
|y = al0) + b|1) usando de la misma manera que antes una compuerta CNOT. El estado

input de los dos qubits sera

[a|0) + b|1)] |0) = a|00) + b|10)

y el circuito con la salida resultante sera

|y = al0) +b|1) ———eo——
a|00) + b|11)

0) ———



Se ha logrado copiar [¢)? Para eso se deberia haber obtenido [¢)|¢)) que es:

[¥)|1) = a?|00) + abl01) + ba|10) + b?|11)

Vemos que a menos que a = 0 o b = 0 no se logré copiar el qubit de entrada. De hecho
es imposible hacer una copia de un estado cuantico desconocido. Esta propiedad, que los
qubits no pueden ser copiados, se conoce como el teorema de no-clonado.

Demostracién del Teorema de No-Clonado

Supongamos que tenemos dos entradas al circuito de clonado de la siguiente forma

[¥) [¥)

|s) [¥)

|1} es el estado a ser copiado y |s) es algin estado puro estandar. La transformacién seria

U(l9) @ s)) = [¥)]).

Si se aplica a otro estado |¢) se tendra

Ullp) @1s)) = [#)]9)-

Tomando el producto interno de estas dos ecuaciones se obtiene

(L UsNUTT () @ |s)) = ({(W]¢))

y usando que UT = U~!, queda

(Wle) = ((¢lp))?



Como z = z? tiene sélo dos soluciones, z =0y x =1, [¢) = |¢) o |¢) v |¢) son ortogonales.
O sea que un dispositivo cuantico de clonado puede sélo clonar estados ortogonales entre si
y, por lo tanto, un dispositivo cuantico de clonado general es imposible, ya que por ejemplo
no puede clonar los estados |0) y (|0) + |1))/+/2, dado que no son ortogonales.

Lo que hemos demostrado es que es imposible clonar estados cuanticos desconocidos con
evoluciones unitarias. Se ha investigado otras variantes, tales como estados mixtos, evolu-

ciones no-unitarias, pero el clonado es imposible de cualquier manera.



Algoritmos Cuanticos Introductorios

C. Kick-Back de fase

Consideremos ahora el efecto de una compuerta general de 2-qubits U; que hace la

transformacion

Uy = |2)ly) = |o)ly @ f(2)),

donde f(z) es una transformacién arbitraria f : {0,1} — {0,1}. El circuito correspondiente

es

ly) ly @ f(x))

Fijemos ahora el bit target (]y)) al estado %(\0) — 1))

Up s 2 (10) = 11)/v2) = (Uyle)|0) = Ugla)[1)) /v2
= (I0e f@) - ) e f@))/v2
= (0@ f(2)) — & f(2))) /v

Sabemos que @ f(z) no tiene efecto sobre un bit si f(x) = 0 y cambia el estado del bit si

f(z) = 1. Entonces

flx)=0: 0@ f(x)) -1 f(z)) = |0)—]1)
Lo 0@ f(x) —1e fz) = [1) —[0)

De forma que



y la accién de Uy resulta

Us +12) (10) = 1)) /2 = (=1)/@ ) (|0} = 1)) /v

De forma que se puede hacer la equivalencia de Uy como un operador de 1 qubit Uy,
que transforma |b) — |b@® f(x)) actuando sobre el segundo qubit controlado por el estado

|z) del primer registro como se muestra en la figura

%) |z)

|ly) Uy ly @ f(r))

D. El Algoritmo de Deutsch

El algoritmo de Deutsch es el primer algoritmo cuantico que se presenta porque es

simple y facil de entender y a la vez ilustra ideas claves de los algoritmos cuanticos como el
paralelismo y la interferencia cuanticos.
El problema planteado es el siguiente. Supongamos que tenemos un circuito reversible que
calcula una funcién de 1 bit desconocida f : {0,1} — {0, 1} y tratamos este circuito como
”caja negra” o "oraculo”, lo que significa que lo podemos aplicar para calcular valores de
f(z) para distintos valores de x, pero no podemos acceder a las acciones internas del circuito
para saber algo mas de la funcién f(z). El problema es determinar f(0) ® f(1). Si se
obtiene que f(0) @ f(1) = 0, entonces podemos decir que f(0) = f(1) (aunque no sepamos
el valor) y f es "constante”. Si, por el contrario, determinamos que f(0) ® f(1) = 1,
sabemos que f(0) # f(1) y se dice que la funcién es ”balanceada”.

El Problema de Deutsch

Se tiene una ”caja negra” para calcular una funcién desconocida f : {0,1} — {0,1}.
Problema: Determinar f(0) & f(1) haciendo consultas por f.

Cudntas consultas son necesarias clasicamente para determinar f(0) @ f(1)? La respuesta
es 2. Supongamos que la primer consulta es para determinar f(0). Para determinar

f(0) @ f(1) necesitamos conocer f(1) lo que obliga a la segunda consulta. El algoritmo



de Deutsch permite determinar f(0) @ f(1) con una sola consulta al ordculo. El circuito

correspondiente es

0) H | H}—D
Uy

T T T T
|tho) |th1) [Y2)  [4s)

Vamos a analizar los estados en cada etapa del circuito.

El estado de entrada es

o =10 ().

Despues de la primer compuerta de Hadamard aplicada al primer qubit

) = (o) + i) (L)
= %|0>(|0>\—@!1>) +%|1>(|o>\;§|1>).

La aplicaciéon de Uy produce de acuerdo a lo visto en la seccién anterior

) = 200y (512) 4 C10 ) (11w
— (—1f<0>\o>+f<—1>f<1>u>> (|o>}|1>)
2 2
= (1)@ <|o>+<—1>f<0>@f<1>\1>> <|o>—\1>)
V2 V2

La tltima igualdad se debe a que (—1)/©(—1)71) = (—1)/@&f0),

También de acuerdo a la seccion anterior se puede representar el circuito de la siguiente forma

0) ——H|—— =




Si f es una funcién constante (f(0) @ f(1) = 0), entonces resulta

[) = (—1)7© <\0>;§|1>> <|0)\;§\1>>

y la compuerta final de Hadamard sobre el primer qubit transforma el estado en

o) = (170 (B,

Si f es una funcién balanceada (f(0) @ f(1) = 1), entonces resulta

o) = (—1)f(0)(|0>\;§\1>) (\0>\;§|1)>

y la compuerta final de Hadamard sobre el primer qubit transforma el estado en

o = (-0 (M),

O sea que si la funcién es constante se mide |0) y si es balanceada se mide |1).

E. El Algoritmo de Deutsch-Josza

El Algoritmo de Deutsch-Josza resuelve un problema que es una generalizacién del

problema de Deutsch a funciones de n-bits. En este caso,

f:40,1}" — {0,1}.

También sabemos que f es constante (f(z) es la misma para todo z) o balanceada

(f(z) = 0 para exactamente la mitad de los z y f(x) = 1 para la otra mitad). El problema

es determinar si f es constante o balanceada haciendo consultas al circuito para f.

Con el algoritmo clasico, supongamos que hemos consultado el valor de f(x) para la mitad

de todos los = y que en todos los casos ha dado f(x) = 0. Todavia no podemos asegurar

si es constante o balanceada porque puede ser que f(z) = 0 o f(x) = 1 para el resto. O
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sea que no podemos decidir si es constante o balanceada hasta hacer 2"~! + 1 consultas. El
Algoritmo de Deutsch-Josza hace solamente una consulta a la version cuantica del circuito

para f.

Se define la operacion cuantica

Ur : [x)]y) = [x)|y & f(x)).
x indica una cadena de n-bits. Como antes Uy se toma como un operador de 1-qubit, pero

ahora controlado por los qubits en el estado |x).

El circuito para el algoritmo de Deutsch-Josza se muestra en la figura

T T T T
|tho) |th1) [Y2)  [4s)

Notese la similaridad con el circuito del algoritmo de Deutsch. En lugar de una sola com-
puerta de Hadamard se tiene n compuertas de Hadamard en paralelo que se denota H®™. Se

usa |0%™) o |0) para el estado producto tensorial de n bits cada uno en |0). El estado inicial es

o =10y (P20,

La accién de las n compuertas de Hadamard sobre |0)*" es

Ho"(0)*" = (%)"uow )@ (0) +1) e (0 +1).

Desarrollando el producto tensorial:

n
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1
HE"|0)*" = > |x).
2n x€{0,1}
El resultado es una superposicion de todos los estados de la base de n-qubits todos con la

misma amplitud \/127 Entonces el estado posterior a la primer compuerta H®" es

1 0) = 1)
= 2 (T )

x€{0,1}

El estado despues de Uy es

¥2) = =Us (er{og} |X><‘O>\;§|1>>)
= Zr Petony (-1 @) (12742
donde hemos usado la equivalencia de la accién de Uy que vimos antes.
Ahora tenemos que ver la accién de la segunda compuerta de n-qubits de Hadamard sobre
los estados de la base de n-qubits |x).
El efecto de la compuerta Hadamard de 1-qubit sobre un estado de la base |x) puede ser

escrito como

Hlz) = Z5(/0) + (=1)*[1))
= \% Zze{o,l}(_l)xz"z)'
Entonces se puede ver que la accion de la transformacion de Hadamard sobre un estado

de la base de n-qubits |x) = |z1)|z2) ... |z,) es

Ho"|x) = H(|z1)|22) - . - 7n))
= Hl|x)H|zy) ... H|xy,)
- % 2oy (=) ) - % 2eory (FD) o)

T121T222...-Tn2n

75 Lz zmefony (7 1) 2)|z2) 2.

Esta expresion se puede poner

1
H®"|x) = — —1)*%|z
=7 2 (1

donde x.z indica el producto interno modulo 2 de x y z. El estado despues de la compuerta
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final de n-qubits de Hadamard es

X X.Z 0)—|1
95) = (b Sacoaye (“1 9 oy (-17712) ) (22)

X X.Z 0)—|1
= Do (Toeqoapn (F1I2(2) ) (27),

Al final se realiza una medicién de los n qubits de control en la base computacional.

Consideremos la amplitud total de |z) = |0)*" en |¢)3):

2% Z (—=1)/9,

x€{0,1}n

Consideremos esta amplitud en los dos casos: f constante y f balanceada. Sies constante,
la amplitud de |0)*" es +1 0 —1 segtin el valor de f(z). Asi si f es constante la medicién
de los n qubits va a dar con certeza todos 0 (la cadena binaria 00...0). Por el otro lado,
si f es balanceada, las contribuciones positivas y negativas de las amplitudes se cancelan y
la amplitud de [0)*™ es 0. De forma que en este caso se tiene la certeza de que no se van a
medir todos 0.
Entonces la medicién de los n qubits de control en la base computacional nos indica si f es
constante o balanceada.
Es interesante sefialar que aunque los algoritmos clésicos deterministas requeririan 27! 4 1
corridas en el peor de los casos (en el cuantico solamente 1), un algoritmo probabilistico
clasico podria resolver el problema de Deutsch-Josza con probabilidad de error de como
maximo % en 2 corridas. La probabilidad de error puede ser reducida a menos que 2%
con n + 1 corridas. Asi, aunque hay un gap exponencial entre las complejidades clasica
determinista y cudntica, el gap entre la probabilista clasica y la cuantica es constante en el

caso de error constante y puede ser amplificado a un gap lineal para errores exponencialmente

pequenos.
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