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Notas de Flujos Compresibles

1. Expresiones para un gas ideal

P = pRT (1)
ou

CU = 87T i (2&)
oh

%= 57, (2b)

Para un gas ideal se tiene u = 4(T) y C, es constante, y como
P
h=u+—=4(T)+RT (3)
p

entonces C), es constante. Ademas

di dh
CU diT Cp diT Cv + R
Luego
C,
C,=Cy,+R = k==l (4)

De acuerdo a las ecuaciones (2) se escribe

up —up = Cy(To — T1)
hg — hl = Cp(TQ — Tl)

y por la (3) sale
du =dq— Pd(1/p)

Para transformacion reversible
dq =Tds

Por lo que

1 1
Tds = du+ Pd (p> =Cydl'+ P (—pz) dp

dT d
ds = 0, = — R
T p
k—1
T:
s —81=Cyhln Tj(g;) =Cyln

P2<ﬂl>k
Py \ p2

2 of 25



Notas de Flujos Compresibles

-C C C-8V

. =~ =
P P+3P P P+3P
p p+3p P p+op
V=0 -8V

Figura 1: Onda Plana en un gas.

Para un proceso adiabatico y reversible es so = s1, luego

k1 k—1
Ty Py p1
y el cambio de entalpia para un proceso isoentrépico es

k—1
P k
hy — hy = Cy(Ty — T1) = C,Th ((;) - 1)
1

2. Velocidad del sonido en un gas

Una onda plana puede representarse de acuerdo al esquema 1.
De acuerdo con el esquema 1la ecuacion de continuidad (conservacion de la
masa) se escribe de la siguiente forma

pAC = (p+ dp)A(C —6V)
pC = pC — pdV + Cép — 6pdV
pdV = Cép

Mientras que la ecuacion de momento lineal (242 ley de Newton) resulta -luego
de despreciar los términos de orden superior y teniendo en cuenta el resultado
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arrojado por la ecuacién de la continuidad- en lo siguiente
[(p+6p)(C —6V)* = pC?] A= PA— (P+P)A
(p+6p)(C —6V)? — pC* = —6P
(pC — pdV + Cdp — 6pdV)(C — V) — pC? = —6P
pCoV = 0P

y usando nuevamente continuidad

C%*5p=0P

oP
“=\%

Yy puesto que

entonces
oP Py 11
— =k—
dp Ps
P 1
- kPoi]g*
= kRT
resultando
C =VkRT
y definiendo el médulo de compresibilidad volumétrico se escribe
_ P op
Y op/p T
E?)
C=,—
p

2.1. Numero de Mach
Se define el numero de Mach como

.
M=—
c

en las siguientes figuras se muestran esqueméaticamente los diferentes casos
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Figura 2: M = 0 Fluido incompresible.

Figura 3: M > 0 Subsoénico.

5 of 25



Notas de Flujos Compresibles

Figura 4: M = 1 Sénico—Transénico.

Figura 5: M > 1 Supersénico—-
Hipersoénico (sina =

<IQ

R
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Figura 6: Flujo alrededor de un alabe

3. Flujo compresible/incompresible

A continuacién se verd cuéndo es factible o no considerar un flujo como in-
compresible en base al nimero de Mach y la correspondiente variacion relativa
de la densidad. De acuerdo con la Ecuacién de Bernoulli a lo largo de un di-
ferencial de linea de corriente (para el caso estacionario y de acuerdo con una
situacion similar a la ejemplificada en la fig. 6) se tiene que

P
Vdv+d— =0
p
P
vav 4 P _
dp p
av dp
Vi ==L
14 P
dp ,dV
Dl
p 1%

SiM<0,3:>M2<0,09:>d7”<10%

4. Propiedades de estancamiento

Sea la ecuacion de la energia (1¢" Principio de la Termodinamica) planteado
para el caso estacionario sobre un tubo de corriente como el de la fig. 7

P 1 P; 1
’LL2+72+*‘/22+gh2— <u1+1+V12+gh1) = ws —(qr,
p2 2 pr 2
1
AH—|—§AV2+9Ah:wS—qL
Si wg =0, q, = 0 entonces

1 1
H2—|—§V22+gh2=H1+§V12+gh1:HO
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Figura 7: Tubo de Corriente

donde Hj es la llamada “entalpia de estancamiento” (o de remanso). Observar
que es la entalpia real que alcanzaria una particula si es llevada al estancamiento
(velocidad nula a una altura nula) por un proceso adiabatico y sin intercambiar
trabajo que no sea el de la presién o de la gravedad.

4.1. Condiciones criticas

En el anélisis de flujo compresible, se trata la mayoria de las ocasiones con gases
y por lo tanto pueden despreciarse las variaciones de altura, entonces resulta:

2
H()EH%-V*
2
V2
CpTOZCpT—F?
V2
To=T+ —
L Te

donde Tj es la temperatura de estancamiento.
Si por definicién asumimos que el proceso de estancamiento es ademaés isoentré-

pico, se tendré

TO V2 V2 -1
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vz _ k=1jps2 :
Pero seon = S5 M=, en consecuencia

o
|
-
<
0
N

|
|

2

TO:T<1+k;1M2>

k

-1 k-1
PO:P(HkQM?)

1
k-1 ,\F1

Se han definido las condiciones de estancamiento como aquellas que son al-
canzadas a través de una transformacién virtual isoentrépica e isoenergética
(adiabatica). Observar que, de todas maneras, las relaciones de estancamiento
seran validas para las transformaciones reales en que dichas condiciones sean
satisfechas. Es interesante puntualizar como se relacionan las variables en juego
a través de las relaciones de estancamiento:
k—1_,
T0:T<1+2M > >M1t—->T],CJl

Luego, para el caso de M = 1 es posible definir las denominadas “Condiciones
Criticas’

P 9\ R
Py (M)

s 2 \R
P <k+1)
T 2

T, k+1

5. Flujo isoenergético e isoentrépico en conducto
de area variable

Sea la situacion del conducto convergente-divergente de la fig. 8 por la que
circula un gas compresible que parte del reposo desde el recipiente de la izquierda
y en la que el gas se encuentra a Ty, Py, pg. Es obvio que las condiciones de
estancamiento del flujo a lo largo de la tobera y siempre que la evolucion sea
isoentropica seran iguales a las condiciones prevalecientes en dicho recipiente.
Escribamos la ecuacién de continuidad,

dp dA dV
VA=G(cte)= —+ —+—=0 5
VA= Glete)» L+ DL G
la ecuacién de la energia (1°* principio) se expresa como
V2
h+ — =hgo(cte.) =dh+VdV =0 (6)

2
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Figura 8: Conducto de area variable

La ecuacion para flujo isoentropico (ecuacion de Gibbs) impondra la siguiente

relacién JP
Tds=dh—— =0 (7)

p
Reemplazando (7) en (6) se llega a una expresion que resulta idéntica a la

ecuacion de la cantidad de movimiento de Bernoulli, de tal forma que

dP

— =VdV
p
dP
dp 1 dp dV
C* 2 =VdV = — 1L = —
p RTE P 14

y usando la ecuaciéon de continuidad (ec. 5) resulta que
av (1 yaa
v o \M2-1) A

Llegando asi a las situaciones observadas en la fig. 9 y en la fig. 10.

Ademés, si M #1y dA=0= dV =0, por lo que la V tiene un maximo o un
minimo.
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T M<1 M>1
'V aumenta disminuye
— h disminuye aumenta
P disminuye aumenta
_— p disminuye aumenta
Tobera Difusor

Figura 9: Relaciones para Conducto Convergente

V disminuye aumenta
—_— h aumenta disminuye
P aumenta disminuye

p aumenta disminuye
Difusor Tobera

Figura 10: Relaciones para conducto Divergente
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M=1

T~ Soélo aqui

Figura 11: Area minima o Garganta dA = 0.

T

/ Si M<1, M disminuye

Si M>1, M aumenta

—————

T~ Imposible M = 1

Figura 12: Area maxima dA = 0.
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\ Camara de extraccion

Contra presion

Figura 13: Situacion de flujo bloqueado.

YsiM=1y % es finito = dA = 0. Luego las condiciones sénicas sélo pueden
darse en la garganta, en el area minima.

Para el caso de un Conducto Convergente como el de la fig. 13 sélo puede darse
M =1 en la salida, donde es A = A* (A*: area minima). En tal caso se tiene el
caudal masico maximo G4 = p*V*A* para las condiciones de estancamiento
en el recipiente de la izquierda, y se dice que la tobera se encuentra bloqueada.
Luego si %09 > % la tobera no estd bloqueada, y si %ﬁ < %; el flujo esta
bloqueado. Obviamente, se dice que el flujo esta bloqueado porque una dismi-
nucion adicional de la Pg més alld de P* no producird un aumento del Gasto

en el interior de la tobera.

5.1. Conducto convergente-divergente: Tobera de Laval

Una tobera convergente-divergente como la esquematizada en la figura 15 se
denomina usualmente como Tobera de Laval. Una de sus aplicaciones principales
es para lograr flujos supersénicos en coheteria y ttneles de viento, llevandose el
flujo a condiciones sénicas en la garganta y de ahi a condiciones supersonicas
en la parte divergente.

Fijadas las condiciones de estancamiento el flujo en la tobera podra variar
entre varios regimenes de funcionamiento dependiendo de los valores de la con-
trapresién Pp. Si la presién Pp es apenas més baja que la presién de estanca-
miento entonces tendremos régimen subsénico e isoentrépico en toda la tobera.
En este régimen el fluido se acelerard en la parte convergente (disminuyendo
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a0 0o

(

.
m

PO ‘F\:a]

+RT,

)

Figura 14: Presién y Gasto a lo largo de un conducto convergente
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la presion) para luego desacelerarse en la parte divergente (aumentando la pre-
sién). En ese caso la presion del flujo a la salida serd igual a la contrapresion
Pg.

Ahora bien, si Pg disminuye aiin més, se alcanzara en algin momento flujo
sénico (M = 1) en la garganta. A partir de ese momento, si la contrapresion sigue
reduciéndose el flujo masico ya no se incrementara, alcanzandose la situacion de
bloqueo, para la cual toda disminucién ulterior de la Pg no provocard cambios
adicionales en el Gasto. Consecuentemente, en una Tobera de Laval se tendra
que el Gasto méaximo estd dado por la siguiente expresion:

k+1
A*Py |k 2 FoT
e = e =0V = [ (555 ©

Observar que es Gasto Maximo se da en situaciéon de flujo sonico (M = 1)
en la garganta, donde el area A* es conocida.

En la situacién en que el valor de Pg hace que se alcance M = 1 en la
garganta se tendréd que la presion de salida del flujo P;;l coincidira con el valor
Pp , teniéndose ademés flujo isoentropico en toda la tobera. Un valor de Pp
algo inferior provocard condiciones incompatibles con flujo isoentrépico en la
secciéon divergente ya que el diferencial de presién serd insuficiente para expandir
supersonicamente el flujo a lo largo de todo el desarrollo de dicha parte del
conducto, generandose ondas de choque en el interior. En esta situacion, luego
de pasar por M = 1 en la garganta, el flujo continua expandiendose alcanzando
velocidades supersonicas en la primera parte del conducto divergente, para luego
producir una (o varias) onda de choque de compresion. Al atravesar la onda
de choque el flujo pasa de régimen supersénico a subsénico con disipaciéon de
entropia, aumentando su presién y disminuyendo la velocidad. De ahi a la salida
se da un flujo subsénico para el cual, debido a que el &rea va en aumento,
la presion aumenta y la velocidad disminuye. Se da en esta situacién que la
presion de salida coincide con la contrapresion. Si se sigue disminuyendo la
contrapresion Pp llega un momento en que la onda de choque sale de la tobera.
En ese momento,la tobera vuelve a estar en régimen isoentrépico nuevamente
en todo su desarrollo. En este régimen, en la parte divergente el flujo se ira
expandiendo y aumentando la velocidad y el Mach. A la salida se alcanzaré otro
valor de presién P}, compatible con régimen isoentrépico en todo el interior.
En dicha condicién el flujo estard desacoplado en presion del valor de la Pp
que serd mayor queP’ ;. Esta condicion se denomina régimen sobreexpandido,
va que el flujo a la salida tiene menor presiéon y por lo tanto menor densidad
que las condiciones en el receptor. Si se sigue disminuyendo la Pp la condiciones
en el interior de la tobera no serdn afectadas y en algiin momento la presiéon
serd Pp < P alcazédndose el régimen subexpandido, para el cual la presion y
densidad del flujo a la salida son mayores que en el receptor.

La expresion del gasto en funcion de las variables de salida queda dada por:

m=G = psal‘/:salAsal

Se tendran entonces tres situaciones de flujo isoentropico posibles: a) flujo sub-
sénico en toda la tobera con Py, = Pg b) M =1 en la garganta y recuperacion
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subsonica en la secciéon divergente y ¢) M = 1 en la garganta y expansion
supersonica en la seccién divergente.

Teniendo en cuenta que P, es la presion del flujo en la seccién inmediata-
mente antes de la salida, si la condicién del flujo es alguna de las 3 mencionadas
anteriormente seran validas las siguientes relaciones de flujo isoentropico:

k
P k—1 k=T
0 = (1 + 2M52al> — Mg

]Dsal
1
k—1 =T
ppol = (1 + 2Ms2al> —7 Psal
T k—1
TOl :1+TMg2al‘>Teal

Osal = kRTsal — Vsal = Msalcsal

Con las ecuaciones anteriores queremos significar que a partir de las relacio-
nes de estancamiento es posible expresar todas las demés variables en funcién
de P,y (presion en la seccion de salida un infinitésimo hacia el interior de la
tobera) y las condiciones de estancamiento.

Asi podemos evaluar en Gasto G como

2 k—1

k Psal E Psal B
G = sa‘/saAsa: 2P 1—{——
PsalVsalAsal Opok—l(Po)[ (Po>

Asal (9)

Observar que la expresion (9) puede usarse para evaluar G en régimen subsonico
-situacion a)- considerando que para este caso Py, = Pp .

La pregunta que sigue es: ;qué valores de P;,; hacen posible que se de G4, con
M =1 en la garganta, manteniendo flujo isoentrépico en la parte divergente de
la tobera? Es decir, cuéles son las presiones de salida que hacen posible los casos
isoentropicos b) y c¢). Observar que en esta situaciéon ya no necesariamente se
tiene que Ps,; = Pp, por estar la tobera bloqueda. Para averiguar la respuesta
a la pregunta planteada se puede igualar G en funcién de la Py, dado por la
expresion 9(valida para evolucion isoentropica en todo el interior de la tobera)
con la expresion de Gasto Maximo dado por la 8. De esta manera resulta que:

Poa\ * P\ T | k—1/ 2 &1/ A \?
sal 1— sal _ - (10)
PO PO 2 k +1 Asal
La ecuacién anterior tiene dos soluciones tal que 0 < % < 1 que seran

P,
y P;;l. Como ya dijimos, si Pg < P;Zl se dara el caso de tener onda de choque
dentro o fuera del conducto.

*
sal

6. Ondas de choque

En la situacién en que no es posible flujo isoentrépico para el caso de la tobera
de Laval vimos que parecen ondas de choque. Se denominan ondas de choque
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j \ /PG
T ~ - — 1 a
T - b
C
d
£, i
B . h,
1 B
B,
7F,
I— a
A\
\
\
_a
By
7

Figura 15: Presion y Gasto en una Tobera de Laval

a aquellas que producen disipasiéon de entropia. Las condiciones que vinculan el
estado del fluido a ambos lados de la onda de choque se denominan condiciones
de Rankine-Hugoniot. De ellas nos encargaremos en lo sucesivo, teniendo en
cuenta el esquema de la figura .

Volvemos a escribir las ecuaciones de continuidad, de energia y de cantidad de
movimiento:

G=m=p V1A= pVoA

Vi = paVa (Continuidad)
V2 V2 V2 k P
Mt —=h+-2=—+-———=h Energi
15 2t 5 = g, = (Energfa)

recordando que h = u + % = C,T y que para gases ideales se cumple que
L= Rr
;= .

(Py — Py)A = p AV — p1 AVY?

P+ pVE =Py + pVi} (Cantidad de movimiento)

Trabajando un poco las expresiones de arriba resulta
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\‘\.
P, P, -
T, T,
P oF
Vi V,
0 orden camino libre medio de las
o o moléculas de gas, entonces, A = cte.
-
//
Figura 16: Volumen de control alrededor de la onda de choque
[{553]
Py TGomp) ©
Pl (k+1) | _ p2
(k—1) p1
(k+1)] P
p2_ Vi 1+ [(k—n] P
p Vo [(k+1)} Py
(k=1) | P
P 2kME — (k—1)
P k+1
P2 _ M%(k’ +1)
p1 2+ M3(k—1)
2kM? —k+1[2+ M2(k—1)
—s51=0C,1 ! !
wo “{ k+1 { MP(k +1)
P
52—51>0:>M1>1;—2>1
Py
SIMy>1= My <1; 2 >122>1; 72 =1; 22 < 1ysy—s1 >0,

Si M) <1= % <1y sy —s1 <0, porlo que no existen ondas de choque por
rarefaccion.
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Fanno
Rayleigh
Se conserva - o
1 o — 2 N
a energia - e *
N |
—~ \ )
— I /
-~ [ /
| ~_ & )
) ~ Se conserva
o la cantidad
| S
o/ /' de movimiento
| 7

_— (sin friccién)

1 —=2 As>0

Figura 17: Lineas de Fanno y de Rayleigh.

7. Lineas de Fanno y de Raleyigh

Fijadas las condiciones corriente arriba (esto es p1, P1, Vi, T1) es posible
escribir

G
pVi=—<=pV (11)
hy + %Vf =ho=h+ %VQ (12)
P+ p Vi =P+ pV? (13)
Ademés es
Cp P k Cc? V2
h=GT Rp k—1p k-1 M3 (k-1) (14)
y por lo tanto
P (p g
s=s1+Cyln|—— (15)
P\ p

La validez de las ecuaciones (11) a (13) se aprecia en la figura 17.

Las curvas de Fanno y Rayleigh se usan ademés para analizar flujos en conductos
de area constante en cualquiera de los casos mostrados en las figuras 18 y 19.
Notese que en ambos casos M = 1 — Maxima Entropia.
Sig>0enelcasode Rayleigh M <1 = MtysiM>1= M|

Las situaciones son M = 1 en la salida y estrangulamiento.

M < 1 — posible estrangulamiento.

M > 1 — posible choque y estrangulamiento.
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— A=cte.

A=cte. p V=cte. = G/A
pV=cte. = G/A T : | | | | | | |
OV ar ey e O S S S S SV e A
Figura 18: Situaciéon para el Figura 19: Situaciéon para el
analisis de flujo de Fanno (adia- anilisis de flujo de Rayleigh
batico con friccion). (con intercambio de calor sin

friccién).

7.1. Flujo de Fanno

En este caso (11) y (12) — (15) — linea de Fanno. De esta forma escribimos

2
h—|—V7—h0_cte (16)
pV = % = cte. (17)
entonces
A)? A
h+(G/2) =h, = dh=-— (G/)d =0 = dh=u 2dp (18)
2p p?
2
or| _w (19)
oIplp P
En el punto de méxima entropia de la relaciéon de Gibbs se tiene que
dP
Tds=dh—— =0 (20)
p
Para este punto
oP _opP
—_— 21
O |pgey  Oh|, " (1)
ohoP 0P
2= =C? 22
" 0pOh 8/) s ¢ (22)
ds
—| = M=1 2
oh |, 0o = (23)

En la figura 20 se observa la ubicacién de los diferentes estados de acuerdo al
M.
Hallemos la expresién para la entropia.
k P C? V2

e S I e el Vo Ty Y (24)
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h
|
Fanno
“
UM =025
.‘.
o M=05
e M-1
*M=15
r's
A M=5

Figura 20: Plano h-s. Linea de Fanno.

h
= (25)
1+ ka2
k-1
h k—1 \ﬁpl
—51=Cyln [ —(h—h,) 2 2
$— 81 C’nhl( ) <G/A> (26)

7.2. Flujo de Rayleigh

En este caso (11) y (13) — (15) — linea de Rayleigh. De esta forma escribi-
mos

P+pV2=cte. =B (27)
entonces
A 2 A 2
P+(G/p) - B = dp:_(G£2)dp:0 = dP=V3dp (29)
oP| _ 2 (30)
9p |g

y en el punto de méxima entropia, anidlogamente a lo realizado para el caso de
Fanno se tiene que
Js

i = . 1
o 0 = s=cte (31)

R

21 of 25



Notas de Flujos Compresibles

P P
u? = op _ 9P _ C? (32)
dp R:%‘R:o ap |,
s
—| =0 M=1
oh |, = (33)

En la figura 21 se observa la ubicacion de los diferentes estados de acuerdo al
M.

h

A
q> 0’ 7'1\/1: 0.5
M=025 .
] _\\\0%0‘\ )
e’ $M=15
/"/ )
o _.--’ Rayleigh
o -
R
e
W M=s

S
Figura 21: Plano h-s. Linea de Rayleigh.

Hallemos la expresién para la entropia.

2
kP k1, (@A "
k—1p k—1p p
S B (A
s—s =Cyln ﬁTp (35)

Obsérvese que por aporte de calor ¢ > 0 — M = 1. Luego se bloquea G | =
dado G 3 ¢ynaz-

8. Flujo isotérmico de un gas ideal en conductos
largos
En estos casos no es posible aplicar ninguna de las teorias desarrolladas en

las dos secciones anteriores, ya que el flujo de Fanno se aplica a casos de flujo
adiabéatico y el flujo de Rayleigh a casos sin friccion, y este caso no cumple con
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ninguna de esas hip6tesis. Las ecuaciones a aplicar son, por orden de aparicion,
la ecuacién de cantidad de movimiento con pérdida de carga, la ecuacién para
flujo isotérmico, la ecuaciéon de continuidad y finalmente la correspondiente a la
velocidad del sonido de un gas ideal.

dP f pV? pVdv.

P + E?dl‘ + P 0 (36)
P dP dp
— = cte. ; —_— = — 37
5 P (37)
G dp av
pV = cte. = 1 ; ? = v (38)
C?=kRT =cte. = V=CM (39)

El altimo término de la (36) se trabaja un poco

pVavV VAV V2aV  VZdM

= —= — = — =kMdM
P RT RT'V c? M (40)
pv2 B C/2M2 B kMQ
P RT
pero ademés, de la (37) y de la (38) se ve lo siguiente (puesto que 4% = 44 —
d 2
%) dP dM
Gt 41
y combinando la (36) con la (41) se obtiene que
dpP dM
P T oy — kvan = -
P 2D M (42)
dM o _ S a2
v luego
AP _dp _ AV _ 1dMP KM fdo )
P p V. 2M?2  1-kM?22D

y como dx > 0 corriente abajo, las propiedades cambian de comportamiento
para un valor de M dado por

1 %4 VERT oP
\/E ¢’ \/E ap T=cte. ( )
es decir a flujo sénico se cumple lo siguiente
c2= 9P =RT
ap T=cte.
1 1
M< — P VMt T, t.. M— — 45
7 Lol VMt T, 1 7 (45)
1 1
M > — P VIiM]T, | = M—=—
7 TPt VIMLT, L 7
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Por otro lado,

T, =T (1+ k—lM?)

2
dr. k—1

= dM*

T, 2+ (k—1)M? (46)
drT, k(k — 1) M* fda

T, (1 —kM?)[2+ (k—1)M? D

k
k-1 F-T
PO—P<1+2M2)

(47)
dP,  2—(k+1)M?* kM? fdz
P, 2+ (k+1)M2kM?2—1 2D
Integremos la (43)
1
foflme 1 [VE1—kM?
donde la solucién es la siguiente
Liar  1—kM?
I =mr T In(kM?) (49)
y para la presiéon valdra
/P* aP 1 [V dM?> (50)
cuyo resultado es
P 1
Para el caso de la figura 22 se tiene que
[ 2 1 — kM7 2 1 — kM3 2
“(Ly — L5) = ———— + In(kM7) — | ——5—= + In(kM3) (52)
DM M kM? ! kM3 2

Obsérvese que relaciones similares pueden obtenerse pata flujo adiabatico con
friccion (flujo de Fanno). En ese caso la ecuacion equivalente a la (49) se en-
cuentra tabulada

Limaz 1 (1 k+1 M?*(k+1)
=D _k:<M?_1>+ 2k ln<(kz—1)M2+2> (53)
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N I N

AX

L MAX

Figura 22: Situacién para el analisis de la longitud de estrangulamiento en tu-
berias largas.
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