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Método de Spline

1. Planteo del problema a partir de las condiciones

El trazador cibico o spline es un conjunto de polinomios de tercer grado que se genera a partir de
un conjunto de puntos y, para calcularlo, debe cumplen ciertas condiciones:

1 Los polinomios pasan por los puntos: Py(zx) = f(zg) con k ={0,1,...} y Po_1(xn) = f(zn).
11 Continuidad en los nodos interiores: Py(zk11) = Pry1(zk41) con k= {0,1,...}.
111 Derivabilidad en los nodos interiores: P/ (zg11) = Pri1'(zgs1) con k= {0,1,...}.

v Continuidad de la primera derivada para conservar la concavidad en la vecindad de los nodos
interiores: P."(zg+1) = Pri1” (wgy1) con k= {0,1,...}.

v Condicién de frontera natural (Py”(zg) =0y P,—1"(x,) = 0) o frontera sujeta (Py/(zo) = f'(z0)
Y ot (zn) = f'(an))

Cada polinomio para un nodo k se define como Py, () = ag +by(x—x1) +cp(x—x1)2 +dp(z—21)3. A
continuacién se presenta un ejemplo para una serie de puntos. Se desea hallar el conjunto de polinomios
cubicos que cumplan con las condiciones mencionadas:

Cuadro 1: Puntos dados

Aplicar todas las condiciones generard un sistema de ecuaciones cuyas incégnitas seran los coefi-
cientes de los n polinomios a encontrar con n igual a cantidad de puntos. En este caso, hay 4 puntos
dados, entonces, los polinomios a plantear seran 4. Es importante notar que los polinomios de interés
son todos salvo el ultimo cuyos coeficientes no podréan ser calculados en su totalidad por la falta de
datos. Plantedndolos genéricamente se tiene:

Py(z) = ap + bo(z — 2) + co(z 2) +d0(x—2)
Pl(l'):al—l—bl(.’l,‘—ﬁ)—FCl( ) —|—d1( 6) (1)
Py(x) = ag + bo(x —T7) + co(x — ) +d2($—7)3

(x)

= a3+ b3(z — 12) + e3(z — 12)% + d3(z — 12)3

Plantear la primera condicién consiste en que el polinomio en el punto sea igual a la funcién en
el punto. Dada la forma en la que estd escrita el polinomio, es evidente que se cancelaran todos los
términos salvo a para cada polinomio. De esta forma, se obtienen las siguientes igualdades:

Py(2) =ag=1f(2) =4
P(6) =a; =f(6) =4
Py(7)=a;=1f(7)=6
Py(12) = 6 4+ ba(12 = 7) + c2(12 = 7)? + do(12 — 7)3 = f(12)

5b2 + 25C2 + 125(212 =1

Céatedra de Métodos Numéricos - Dpto. de Matematica - Facultad de Ingenieria - U.N.M.d.P. 1



Métodos Numéricos
Apuntes y Ejemplos Unidad No. 5

Siguiendo con la siguiente condicién, se deben establecer igualdades en los nodos interiores. Estos
son dos, por lo tanto se obtienen dos ecuaciones mas:

Py(6) = P1(6)
ag + bo(x1 — xg) + co(x1 — 20)? + do(z1 — 20)® = a1
4+ bo(6 —2) + co(6 — 2)% + do(6 — 2)3 =4
4bg + 16¢g + 64do= 0

Pi(7) = Py(7)
ay + bi(zo — 1) + c1(wg — 21)? + dy (22 — 1) = ay
4401(7T—6)+c1(T—6)2+di(T—6)> =6
b1 +c1 +di=2

Lo mismo que en el caso anterior pero en las derivadas. Por lo tanto, primero resulta conveniente
encontrar una expresion general para las derivadas de los polinomios:

P (x) = by, + 2cx(z — zp) + 3dp(x — 21,)*

Especializando en los nodos interiores:

Py(x1) = Pi(a1)
bo + 2co(z1 — o) + 3do(z1 — 20)? = by
bo + 2¢0(6 — 2) + 3do(6 — 2)* = by
bg + 8co + 48dg — b1=0

Pi(x2) = Py(a2)
by + 2¢1 (w9 — 1) + 3do(z2 — 1) = by
by + 2¢1(7 — 6) + 3do(7 — 6)* = by
b1 +2c1 +3d; —by=0

Andlogamente, debe analizarse la derivada segunda en los nodos internos. Nuevamente se calcula
la derivada segunda del polinomio:

Pl (z) = 2¢y + 6dy(z — x)

Especializando en los nodos interiores:

Py(a1) = Py (a1)
2¢o + 6dp(z1 — x0) = 21
2¢o + 6dp(6 — 2) = 2¢;
2¢o + 24dg — 2¢1= 0

Py (x2) = Py/(x2)
2¢1 4 6dy(z2 — 1) = 2¢9
2¢1 4 6d1(7 — 6) = 2¢o
2c1 +6d; —2¢c2=0
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Hasta el momento se tienen 10 ecuaciones con 12 incégnitas (sin contar el polinomio Ps que
no interesa calcular) por lo que resta aplicar la condicién de frontera natural que produce las dos
ecuaciones faltantes:

Py (z0) =0
2co =0
Co= 0
Py (x3) =0

2(22 + 6d2<1‘3 - QZQ) =0
2cs +30d2=0

Con las expresiones obtenidas, se reorganizaran las igualdades en valores ya resueltos y ecuaciones
por resolver. Por lo tanto se conoce que ag =4, a1 = 4, as = 6 y ¢g = 0. De las doce igualdades, restan
ocho por resolver. Se armara un sistema de ecuaciones cuya resolucién propone resolverse utilizando
MATLAB o cualquier método visto anteriormente:

5 25 125 0 0 O 0 O] [be] 1
0 0 0 464 0 0 O co 0
0 O 0 o0 0 1 1 1 ds 2
0 0 0 1 48 -1 0 0 bo| |0
-1 0 o o o0 1 2 3 do| |0
0 0 0 024 0 -2 0 b1 0
o -2 0 0 0 0 2 6 c1 0
L0 2 3 0 0 0 0 0] Ld] 0]
Resolviendo el sistema, se obtienen los coeficientes:

23 [ 11,8807 ]

C —0,5042

da 0,0336

bo|  |[—0,8672

do| | 0,0542

b1 1,7345

c1 0,6504

| d1 | | —0,3849 ]

Reescribiendo los polinomios con sus respectivos coeficientes se tiene el conjunto que forma el
trazador cubico:

Py(x) =4 —0,8672(x — 2) + 0,0592(z — 2)3 2<r<6
Py(x) = 4 +1,7345(z — 6) + 0,6504(x — 6)2 — 0,3849(z — 6)3 6<z <7
Py(z) =6+ 1,8807(x — 7) — 0,5042(z — 7)%2 +0,0336(x — 7)3 7<x <12

Finalmente se debe verificar que los polinomios pasen por la funcién especializada en los puntos y
que sea suave en toda su trayectoria. Para esto, se realizara un grafico:
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2. Planteo directo desde el sistema de ecuaciones

Una forma general de resolver las ecuaciones anteriores, es aplicando un sistema de ecuaciones
conocido a partir de un despeje genérico de las condiciones. A partir de esto, se llega a un sistema
donde se hallan los valores de ¢ y, en funcién de ellos, los valores de by vy di. Las expresiones generales
son las siguientes:

ar, = f(wg)
a —a h
by, = k+;k b {(2% + ckr1)
[1 0 0 0 0] _CO_ I 0 1
ho 2(h0 + hl) hi 0 O 0 cl ’%(ag — al) — %(al — ao)
0 hi 2(h1 + hg) hy O 0 co| — %(ag — CLQ) — }%(ag — a1)
| 0 0 0 0 O 1_ | Cn I 0 ]
Ck+1 — Ck
di. =
F 3hu

Donde hy = xgy1 — x. A partir de esta informacién, es posible hallar todos los coeficientes de los
polinomios de forma directa. En primer lugar, se elabora una tabla con los valores de x e y, a partir
de los cuales se puede obtener hy y ag:

i‘x‘y‘h
0| 2 (4] 4
116 |41
2171615
31127 -

Conociendo los valores de ay, que son iguales a y; como se vio anteriormente, se obtienen, primero,
los valores de cg:
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Cabe aclarar que cj corresponde al coeficiente del polinomio que no se calcula, por lo tanto, este
valor no se usard. Luego, se calculan los valores correspondientes de b y d usando las expresiones

anteriores:

by = —0,8672
by = 1,7345
by = 1,8807
do = 0,0542
di = —0,3849
ds = 0,0336

Finalmente, se verifica que son exactamente los mismos valores calculados anteriormente.
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