Ejercicio resuelto
Suponga la siguiente ecuacion diferencial de primer orden que representa el
comportamiento de un circuito RC como el de la figura.

oy (O)+y(H) = X(O) " "

Donde 7=RC, x(t) es la tension aplicada e y(t) es la tension en el capacitor.

Encuentre la respuesta total del sistema si la entrada es un escalon de amplitud 3 Volt y
ademas y(0)=1 Volt.

Sefiale la respuesta en régimen permanente y la transitoria. ;De qué depende cada una
de ellas?

¢ Cual es la solucion particular y cual la homogénea?

SOLUCION

1) Utilizando el método del operador anulador se encuentra directamente la solucion
total de la ecuacion diferencial. Las desventajas de este método residen en que se
aumenta el orden de ecuacion y en que no se pude discriminar la respuesta libre de la
forzada. La ventaja es que no se propone forma para la particular, en su lugar debe
encontrarse el operador anulador.

Por otro lado no es un método que se pueda utilizar en funciones causales, entonces
supondremos que la entrada es una constante en lugar de ser un escalén y en este caso,
el operador anulador es sencillamente D. Aplicando el mismo a la ecuacion, ésta queda:

Ty"(t)+y'(t)=0

Como la ecuacion que nos ocupa es ahora de segundo orden es necesaria otra condicion
inicial, la cual se obtiene a partir de la ecuacion diferencial original:

7y'(0)+ y(0) =7.y'(0)+1=x(0) =3
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Por otro lado, las raices caracteristicas de la nueva ecuacion son: r=0 y r=-1/r.
Entonces la solucion tendréa la forma:
y(t)=c, +c,e™""

Luego, por el método de los coeficientes indeterminados se obtienen los valores de ¢;=3
y Cc,= -2. Entonces la solucion de la ecuacién diferencial original con las condiciones
iniciales dadas, es:

y(t)=3-2e""
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Si, como se dijo al principio, la entrada comienza en t=0 (entrada causal), es valido
suponer, entonces, que la salida también comienza en t=0 (salida causal), como se
observa en el siguiente grafico:

Salida total (causal)
Tau=1
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2) Otra forma de obtener la solucién total de esta ecuacion es sumando la solucion
homogénea, es decir, aquella que es solucion de la ecuacion homogénea, y la solucion
particular 6 solucion en régimen permanente.

La forma de la solucién homogénea depende de las raices de la ecuacion caracteristica
(una sola raiz en este caso r = -1/7). Entonces tendremos:

-t/

Y (t) =Ce

La solucion en régimen permanente tendra la misma forma que la entrada, ya que es lo
que gqueda cundo todos los transitorios se han extinguido y el sistema “sigue” a la fuente
de excitacion. Entonces:

)/p (t) = C2

Observe que al resolver por este método estamos suponiendo sefiales no causales.
Como esta ultima ecuacion es solucion de nuestro sistema, podemos obtener c,
reemplazando y,(t) en la ecuacion diferencial:

ty,' M) +y,t)=7.0+c, =x(t)=3
c,=3
Con este resultado y la condicion inicial, otra vez por el método de los coeficientes

indeterminados, hallamos la respuesta total y luego suponemos que se trata de sefiales
causales:



yt)=3+c.e”"
y(0)=3+¢c, =1=c =-2

y(t) = (326" )u(t)

Descomposicion de larespuesta en homogéneay particular
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3) Una tercera forma de encontrar la solucion total no sélo permite separar la respuesta
transitoria de la respuesta en régimen permanente, sino que también nos muestra cuél es
la respuesta provocada por la fuente con condiciones iniciales nulas, es decir, la
solucion forzada, yi(t), y la respuesta debida Unicamente a las condiciones iniciales o
solucion libre, y|(t). En este caso las condiciones iniciales se aplican s6lo a la respuesta
homogénea.

Este método también sirve, en principio, sélo para sefiales no causales. Se comienza
proponiendo una solucién particular que verifique la ecuacion diferencial original.
Entonces proponemos como solucion forzada una de la forma:

y,(t)=c +c,.e™"”
Luego analizo si verifica la ecuacion diferencial:

.y (O + Y (0) = x()

-t/r

Coy o-tie
r.(—f).e YTy +c,e"=3=c, =3

La otra constante se obtiene utilizando la condicién inicial que, de acuerdo a la
definicion de solucidn forzada, deben ser nulas. Por lo tanto:

-t/

y;(t)=3+c,e
y;(0)=3+c,=0=c,=-3
y,(t)=3-3e""

La solucion debida a las condiciones iniciales es:

-t/

Y| )= c; €



Entonces, aplicando la condicion inicial dada en el problema obtenemos:

y| (t) — e—t/r

Luego, la respuesta total es la suma de las calculadas anteriormente, que al considerarse
una estrada causal es:

y(t) =(3-2e"")u()

4) Por altimo, podemos hallar la respuesta total separada en libre y forzada, tal como en
el método anterior, utilizando la convolucion, como se verad mas adelante en el curso.
Esta forma de hallar la salida del sistema si es valida para sefiales causales y utiliza la
denominada respuesta al impulso del sistema, que en este caso es:

ha):%e‘”uay

Esta funcidén, convolucionada con la funcion de entrada, nos da la respuesta debida
Unicamente a la fuente.

t=3.0-e")u()

t
y40=j%eﬂ”3dz=—3e”f
0

La solucion libre se encuentra de la misma manera que con el procedimiento empleado
en 3).

No todo el transitorio que aparece en la respuesta total se relaciona con las condiciones
iniciales, en la respuesta transitoria también hay una componente debida a la entrada.
Esto puede verse al observar la respuesta forzada, donde aparece un término transitorio.

Por supuesto, la respuesta total es la misma que con los métodos anteriores:

y(®) =y, )+, () = (3-2e"")u(t)

Descomposicion de larespuesta en libre y forzada
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