MATEI\/IATICA,AVANZADA
TRABAJO PRACTICO N® 1

Funciones analiticas

Demostrar que €’ es analitica en todo el plano complejo Z.

Singularidades de una funcién

1) Estudiar las singularidades de las siguientes funciones calculando limite:

V0= BI@=ly 9t@= g

d) f(z)=1_z—33(2) e) f(z)=1‘:_z f t()=et

Transformacién Lineal: (W=Az+B

2) Recordando el significado geométrico de los coeficientes A y B obtenga, sin hallar las coordenadas
de transformacién, la imagen de los siguientes recintos con las transformaciones dadas en cada
caso: 2 Y

C) (Z

(Z I

a) y (Z b) ‘ y

\
=

5

W=2z+6 W= W=(1+j)Z-2]

gl
N
N

3) Obtenga las imagenes de los recintos anteriores en forma analitica.

Transformacion Inversa: W=

1
z

4) a) Demuestre que las rectas que pasan por el origen en el plano Z se transforman en rectas del
mismo tipo en el plano W. ¢ Qué relaciéon hay entre las pendientes de ambas rectas?

b) Demuestre que las circunferencias de radio r centradas en el origen en el plano Z se transforman
en circunferencias centradas en el origen en el plano W. ¢Qué relacién hay entre los radios de ambas
circunferencias?

5) Dada la siguiente regién en el plano z, (x—1)* + y?> —1> 0, se pide:
a) Grafique la region en Z.

. L . ., 3
b) Halle y grafique la region transformada mediante la transformaciéon w = —.
z
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_Az+B

Transformacion Bilineal: W=
Cz+D

6) ¢En qué se transforman los siguientes recintos mediante las transformaciones que se dan a
continuacién de cada uno?

a) O<x<1 |, W=Z—_1 b) 0<x<3,y<2 , W:b
z jz+2

Observe que desde el punto de vista del trabajo algebraico es mas conveniente tener la transformacion
escritacomo Z en funcion de W.

7) Hallar la transformacion bilineal que transforma los puntos
z,=-j , z,=0 , z;=j en w=-1, w,=j , w,=1

Integrales en el Campo Complejo:

8) Calcule la siguiente integral | =.|.C e’ dz, donde C es un camino que va desde Zica = 0 a
Zinal = 2+2j, €n cada uno de los siguientes casos:
a) Siendo el camino C, larectay =x.
b) Siendo el camino C, la parabolay = x*/ 2.
c) Calcule la integral en Z entre Zinicial Y Zfinal-

¢, Qué puede decir acerca de los resultados hallados en los tres incisos?

sen(z)

9) Dada | =J. dz, siendo C laelipse z(t) =5cos(t)+ j3sen(t) con 0<t<2r.
€ z+6
Analice:
a) ¢Es C un camino abierto o cerrado?
b) En caso de que el camino sea abierto, ¢la funcion integrando es analitica en una regiéon que rodea
dicho camino? Si el camino es cerrado, ¢la funcién integrando en analitica en la regién encerrada por
el camino?

c) Resuelva la integral.

Calcular las siguientes integrales utilizando la Féormula de la Integral de Cauchy o la Férmula de la
Derivada de la Integral de Cauchy sequn corresponda:;

3z

e
10) a) | ——dz siendo C los caminos: ai1) lz-11=4 ap) lzl =1

€(z-jn)

2
b) I L siendo C los caminos:  by) Izl =2 bo) Izl =4  bg)lz-21="2
C(z+3)(z-1
ot _
) Ic— dz donde Ceslacurva z(9) =1+3e!? |, 0<@<2zr , t>0

(2° +1)(z - j)

J- sen(z)
C

T2, 2 con C: Izl =372
(z=D°(z° +9)
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pl? .

e) J.C—gdz conC: z(t) =28 | o<t<2r
z

f) Resolver todos los incisos aplicando el teorema de los residuos.

Series de Potencias:

11) Dada la siguiente funcion, f(z), se pide lo siguiente:

1
f(2)=———
(z-D(z-2)
a) Grafique todas las zonas del plano Z en las cuales pueda desarrollarse f(z) en potencias de z.
b) Desarrolle f(z) en cada zona, indicando su region de convergencia.
c) Aproxime cada sumatoria hasta los términos de segundo grado inclusive y haga lo siguiente:

cl) Observando las series, diga en qué zona tiene sélo potencias positivas, en cual sélo
potencias negativas y en cual tiene potencias tanto positivas como negativas de z.

c2) Para z = 0,1 calcule el valor de f(z) y de cada una de las sumatorias aproximadas.
¢, Cudles de las sumatorias convergen a f(z) para el valor de z dado?

c3) Haga lo mismo que en el punto anterior pero para z =j.
¢Qué sucede en este caso? ¢Hay alguna serie de las ya calculadas que converja a f(j)?
¢Por qué?

12) Para las siguientes funciones:
I) Grafique todas las zonas del plano z donde pueda desarrollarse f(z) alrededor del punto “a” dado.
Il) Obtenga las series correspondientes a las zonas que determiné en el inciso anterior e indique las
regiones de validez de dichas series.

1 z—-sen(z)
f()=———— , a=1 b) f(z2) =—— , a=0
a) f(z) D51 3 a ) £(2) 3 a
c) f(z)=€%sen(z), a=0 d) f(z):sen{i} , a=1
z-1
O e T

13) De las series que desarrolld en el ejercicio anterior, observe las potencias negativas en la zona
cercana y diga qué tipo de punto es el que se encuentra en el centro de la serie y cuanto vale su
residuo.

14) Si se suman dos series de potencias, una con regioén de convergencia lzl < 3 y otra con region de
convergencia Izl > 1, ¢,cudl sera la region de convergencia de la suma de estas dos series?

15) Dada la siguiente funcion:
z

)= (22 +D)(z-1-j)

a) Halle sus singularidades.
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b) Grafique todas las regiones en las que es posible hallar un desarrollo en series de potencias de z-1-j.
¢) Halle todos los desarrollos posibles indicando analitica y graficamente su regién de convergencia.

16) Estudie el caracter del las singularidades de la siguiente funcion a partir del correspondientes
1/z

desarrollo en serie: f(z) =

Repita el estudio para todas las funciones del Ejercicio 1)

17) Calcular las siguientes integrales aplicando residuos:

a) L dz conC:lzl =4
€Sh(z)
b) %dz siendo C el contorno del recinto: x+y<3, x+y=>1, x>0, y=>0
€Cz2°—-22"+2z2
c) I sen(ij dz siendo C el contorno del recinto: y2 <x+2, x<0
c z+1
Matematica Avanzada
TRABAJO PRACTICO N° 1
Respuestas a los ejercicios
1) a) z=0 y z=21 son polos de primer orden (o simples).
b) z=1 es polo de segundo orden (o doble).
c) z=3 essingularidad evitable, z=-3 es polo simple, z=0 es polo doble.
d) z=0 es un polo de quinto orden.
e) z=0 es una singularidad evitable.
f)  z=0 es una singularidad esencial.
2) v
a) v (W b) AV (W C) (W
?V 2
0 12 u 1
> U > |
0 2
3) a) (U—6)*+Vv*<36 b) v>1 c)0<v<2 , 0<u<2?
5) v
a) b) %% (w
7R
32 U u<3/2

s
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(w

6) Vv I WY
a) b) 12 7
,-"". | w T
Wy, .
(|
12 41 u /
/%: N
(u—%)2+v2>% u<i (u—%)2+(v+2)22% u>0 v>-2
7) w= j—(l_z)
a+2)
8) 1= 21 _1  para los tres incisos.
9)1=0
10) a1) — 27 j az) 0
by) %ﬂ j bo) 27 bs) 0
c) x[tcos(t)—sen(t)+ jtsen(t)]
d) zj[ 5cos(l) —sen(l) ]
25
e) —7 ]
0 1 n+1
11) b) f(z)=> 1—[—) 2" si <1
n=0 2
© © 1 n+1
fz)=-> 2™ —Z(—j 2" s 1<|]<2
n=0 n=0 2
t2)=Y ["-1] 7 s [f>2
n=0
3 2
c) S,(2) = PRLAIN lz|<1
(1 11 1,
82(2) = — Z—2+;+E+—Z+§Z ] 1<|Z|<2
1
5,0 = 7> 2
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12) a) f(z)=-> 2™ - si 0<|z-1<2
n=0

f)=> 2" (z-)™ ™ s |z-1>2
n=0

b) f(z)—z ) 22" s 0<|z|<oo

= (2n+3)!
c) f(z):ii @+ )" -@-J)" 2" - i 202 sen{nZ| " V2
2jn:0 n! n=0 n! 4

d) | (2- 2 i z-1>0

_.,
)
S

3M8

0 n+1
e) f(z):—ZGj (z-)" si O0<|z-1<4

n=0

f@)=> 4" -0"™) s |z-1>4
n=0

15
13) a) Polo de orden 15, Residuo b; = —(%) .

b) Singularidad evitable, Residuo b; = 0.
¢) Punto regular, Residuo b, = 0.

d) Punto regular, Residuo b;=0.

e) Singularidad esencial, Residuo by =1.
f) Singularidad evitable, Residuo b1 = 0.

15) a) Singularidades: z=1+j z=j z=+.
b) Zona cercana: 0<|z-1- j|<1.

Zona intermedia: 1<|z—1- j| < V5.
Zona lejana: [z-1- j| > /5.

f :i 3 ; 1 —-j-1 1 n-1 0 -1-j|<1
O 1@ R | e e e ) o<1l
: 00 n-1 H H n
fyd of @+ i)z-j-1)"" 1+ (z-j-1)" 1 lely1_i 3
(Z) 22 (1+21)n+1 (Z— J _1)n+2 + (1+2j)n+1 (Z— J _1)n+1 <|Z J| <\/_
i< 1+ j 1 )
f(z)=4 1+2j) -1 - 1
(Z) znzz: ( + J {(z—j—l)'”z (Z—j—l)nJrl] |Z J|>\/§
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16) Singularidad esencial.

Ejercicio 1: Como se pide estudiar el caracter de cada singularidad se hacen los desarrollos en serie
sélo en la zona cercana alrededor de cada punto singular.

a) z=0 f(z):%Z((—l)” +1)z”‘1 0<|7<1  z=0es un polo de primer orden con b;=1 (n=0)

n=0

0 n
7=1 f(z)zzc:){(;nlzl —(~1) J(z 1) 0<|z-1<1 z=1es un polo de primer orden con b= -1/2

n=
z=-1 f(z2)= ZO(ZHIH —1)(2 +1)"  0<|z+1<1 z=-1es un polo de primer orden, con b;=-1/2

n=l

3 2 5 1

b) z=1 f(z)=(z-1)° +5(z-1)° +10(z 1) +10 + +

(z-1) (z-1)7

z=1 es un polo de segundo orden con b;=5

c) z=0 f(z)zéi((—l)” +1Zn_2_(_1)“ +1Zn—1J 0<|z<3

n+1 n+2
n=0 3 3

Es un polo de segundo orden; bi=-1/9

1 1 1 n+1
123 1=V g Je- -9l
n=

Es una singularidad evitable; b1=0

B 1(1 2n ) 1 n
z=-3 f(z)=—2(6—n+3—nj(z+3)” —(6n+1+3n+1J(z+3)” 0<[z+3<3

9
n=0
Es un polo de segundo orden; b= 1/9

0 n
d)z=0 f(z)=) 1) Izzn‘5 |z|>0 es un polo de quinto orden; by=0

0 n
e)z=0 f(z)=) ) 2"  |z/>0 esuna singularidad evitable; by=0

“~(n+1)!
f)z=0 f(z Z—(—j || >0 es una singularidad esencial; bi= 1
n:OnI
17) a) - 27 |
T
b) Z(@- |
) 5 -1

c) —2x jcos@)
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