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Aproximacion funcional
e Interpolacion

Representacién mediante funciones analiticas sencillas de:
* Informacién discreta. (Resultante de muestreos).
» Funciones complicadas.

Siendo y, = f(x,) una cierta funcién de la que no se conoce una
féormula explicita, o bien es muy complicada para evaluarla,
derivarla, integrarla, hallarle ceros, etc.

Si la informacién se representa mediante un polinomio p,(x) en
un intervalo dado, nos referimos a:

Aproximacion polinomial o
Interpolacion polinomial

Aproximacion de una funcion por
polinomios de Taylor

n f(k)
1(0)= p(0)= Y

k=0

+ La precisién aumenta cuando aumentan la cantidad de
términos (n),

* Necesidad de conocer fy las n derivadas de fen x,.
+ La aproximacion es mejor en valores cercanos a X,

» Necesidad de restringir el valor |x-X|.

Interpolacion

Dados n +1 puntos en R% (x;,Y,),(X1,Y1)s--- (X ¥0), €ON y; = f(X;)
(siendo f(x) no necesariamente conocida) en los cuales x,,x;,...,X,
son numeros distintos que se distribuyen en el intervalo [x,,X,].

se quiere encontrar un polinomio p,(x) de grado < ntal que:

Pu(X)=Yi, k=0,1,....,n

Si para estimar un valor y, se emplea el polinomio p,(x) de grado < n
que pasa por los puntos dados, la aproximacién se denomina
interpolacién polinomial (lineal, cuando sélo se emplean dos
puntos) y a p, (x) se lo denomina polinomio de interpolacion 6
polinomio interpolante.

Para un valor x # de los dados
Si xy< X < x,= y seré un valor interpolado,
Six<x,06 x>x,= yserdun valor extrapolado.

Polinomio interpolante

Dados n +1 puntos (x,,Y,),(X;,¥1),.--,(X,.Y,), con valores
XpX4,-...X, distintos, existe un dnico polinomio de grado
menor o igual que n que pasa por esos puntos

AN
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Existencia del polinomio dnico

Si en los n+1 puntos (Xg,Y0),(X1,Y1) s+ (XnYn), 10S valores x,,x,...,X,
son numeros distintos, existe un dnico polinomio

Pa(X) = 8, + ax+ a,x? + - + @ X"

de grado menor o igual que ntal que p,(xy) =¥, con k=0,12,...,n
= existen numeros reales Unicos a, ,a, ,a,...,a, tales que:

Ay +aXy + @X,o + o+ A%, = Yo
a,+ax, +ax’+ -+ax =y,

Qg+ aX, t aX, ot a X, =Y,

a,+axX, +ax +rax"=y

n

Polinomio unico

El sistema anterior, de n +7 ecuaciones lineales en las n +1
incégnitas ay, a, ,a,,...,a, , escrito en forma matricial es

2
1 X, X5

Si det(A) = 0 el sistema tiene solucion unica.

Determinante de la matriz

1 x, X5 1%, X2 1 x, x2
A=[1x xX2[=]0 x,=x%, X2=x2|=(X,=X)(X, =X)| 0 1 X, +X%,|=
1%, x5 0 x,-%, x2-x2 0 1 X,+X,

1 x, x2

= (X = X)Xz = Xo)| 0 1 X, + X, = det(A) = (X, = X)(Xz = Xo)(Xp — X;)

En general |det(A) = H (Xi - XJ) Determinante de Vandermonde
I<i<j<n
Si x;#x;entonces det(A) = 0 , y por tanto el sistema en consideracion tiene
solucion unica.

Por lo general, la matriz de coeficientes de este sistema resulta mal
condicionada si dos abscisas estan relativamente cerca.

Forma de Lagrange
del polinomio interpolante

En interpolacién lineal, la recta que pasa por los puntos (x,.¥,), (X1,Y1),
posee una pendiente m=(y,-y,)/(x;-x,) , siendo la ecuacion de la recta
y=m(x-Xo)+Yo

Yi— Yo

Es decir: Y :m(X— Xo)+ Yo = P(X)

. . X=Xy
Reordenando los términos:  P(X)= Yo + (V1 = ¥o)

Xy = Xo
Evaluando p(x) en los puntos dados X,y X;: vy =Yy, +(¥,—¥,)*0=p(X,)
Yi :y0+(y1_yo)*1:p(x1)

Lagrange propone un polinomio equivalente:

= = X .
y yO pi(x) Coeficientes L, o(%o)=1, Ly o(x;)=0
’ de Lagrange Ly ;(Xo)=0, Ly 1(x;)=1

L1,0 L1,1
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Para tres puntos: x,, X;, X,

L b)) L o lxxs) L xexgex)
P ) Bt o) By o)
Ly(x) o bexx-x) Los polinomios Ly, Ly, Ly, se
(X —x1)xo = x denominan Polinomios
C(x=xp)x—xp) fundamentales de Lagrange
S Py
_ bexo)x=x)
L0 (Xz Xo)(xz X1)

El polinomio  pao(x) = yolo(X)+ y1Li(X) + y2Lo(X) se denomina
Polinomio de |nterpolac|on de Lagrange o

Forma de Lagrange del polinomio interpolante para los datos
dados.

En general
Pu(X) = Yobo(X)+ Vi (X) 4w+ YoLo(3) = 3 YL (X)
(X = x)x = x) - (X = X X = X)X = %)y (X =x,) P
500 = G =000~ %)= 1o = )~ L=y 0 1 0t

Para n +1 puntos, los polinomios fundamentales de Lagrange (L;)

son de grado n.

i

Osik#i i=0

Cota de error
E(x)=f(x)-p,(x)= (X=X )(X=X;)--- (X = X,)

(n+1)/

donde &£(x)es unnimero que depende de x, y &(x) e

1 sik=i n
L.(xk)z{ > L(x)=1 paracada x,

f(”*"(f(x))

ki

[x. X,]

Ejemplo 1

Aproximar la funcién f(x) = cos(x) en el intervalo [-n/2, 1/2]
mediante un polinomio de interpolacion de Lagrange de grado dos.

= Xp=-1/2, X;=0, X,=1/2
f(x0)=y0=cos(—gj=0, f(x,)=y, = cos(0) =1, f(x2)=y2=cos(gj=0
Pa(X) = Yolo(X)+ yLi(x)+ ¥olo(x) =0 " Ly(x)+1* L(x)+0 * Ly(x)

P G ) i 1 ey SRR

L1(X):(x1—x0)(x1—xg)_ [g)[ ) 2 p

Resultados
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Cota de Error Ejercicio 2
(x 4 EJ(X _ 0)(x _ Ej Use los polinomios interpolantes de Lagrange de grados uno, dos y tres,
2 2 £ (£(x)) mas apropiados, para aproximar f(2.5).

E(X) — }(X_ XO)(X_/X1)(X - Xz) f(g(x)ﬂ —
3/ Si f(2.0) = .5103757, f(2.2) = .5207843, f(2.4) = .5104147,
f(2.6) = .4813306 y f(2.8) = .4359160.
f(x)=cos(x), f'(x)=-sen(x), f'(x)=-cos(x) f''(x)=sen(x)
El polinomio de interpolacion de Lagrange de grado uno, mas apropiado,

|1 (E(x)) = [sen(£(x)) < 1 paratoda &(x) e [_ z ’EJ es el que se obtiene tomando los nodos X, = 2.4 y x; = 2.6
22
X— X X — X

1 72 T p1(x)=yoL0(X)+y1L1(X)=f(Xo) ! +f(X1) g
E(X)SX[XZ—J paratodoxe[——,—} Xo = X 17 %

6 4 22 p,(2.5) = 0.4958727 = f(2.5)

2 2 2 3
para x = z, E(”J < 1 ”( T ”J = ”[3”} =T _ 242 Para p,(x), hay dos polinomios apropiados,
4 4 6416 4 24\ 16 128 el que pasa por los nodos x,=2.2, x,=2.4, x,=2.6 y
Error real = 0.0429 el que pasa por los nodos x,=2.4, x,=2.6, x=2.8

Ej. Polinomio interpolante de Lagrange Polinomio interpolante de Newton

X— X, X=X,

2.0, 0.5103757 Pi(X) = Yol (X) + ysLs(X) = v,
2.2, 0.5207843

o ) El polinomio p,(x) de grado menor o igual que n que interpola a fen los
1 ( )
,(2.4,0.5104147) - 0.5104147X=28 | 0 4813306 =24 _
24-26 2
a( )
nt )

3
X, — X. X; — X
2 78 8 2 datos dados, puede expresarse en la forma

4-2 8-24 P(X) = By By (X = X0) + By(X = X )(X = X,) 4+ By (X = o) (X = X))+ (X = X,.)
= 0.859421 - 0.145420-x

2.6, 0.4813306
2.8, 0.4359160

Paradeterminarlos coeficientes b, b,,..., b,
SI pn(xk):yk:f(xk)! k20111"'1n

PX)= ¥, (x=x) (x= %) (x=%) (x=x, ¥, (x=x) (x= %) (x=x) (x~x,) " pn(Xo):bozf(Xo) = bozf(xo)

( 0_X1)(X0_X2)(X0_X3) Xo_X4) (X1—XO)(X1—X2)(X1—X3)(X1—X4) Pn()ﬁ) :bo +b1(X1 _Xo): f(X1) - b1 — f(X1)_f(X0)
+Y, (Xfxo)(xf)ﬁ)(xfxe)(xfxis) +Y, (Xfxo)(xf)ﬂ)(xfxz)(xf&) + X1_X0

(Xzfxo)(xzf)ﬁ)(xzfxs) X27X4) (Xsfxo)(xe7X1)(X37X2)(X37X4) pn(Xz):bo+b1(X2_X0)+b2(X2_X0)(X2_X1): f(XZ) =
Ly (X)) (x= %) (x=x,) _ _Hx) %)y fx) = f(x) _ f(x) - f(x)
yA(X47Xo)(X47X1)(X47X2) X47X3) _ f(XZ) f(XO) X1 _Xo (X2 XO) _ Xz - X1 X1 _Xo

=b, = =
(X = %) (% = X,) Xy = Xo
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Diferencia dividida hacia adelante
(progresiva) de Newton.

a) La diferencia dividida cero de f con respecto a x, es
f[Xk ]=f(xk ), k=01,--n
b) La diferencia dividida uno de f con respecto a x, y x,,, es

f[Xk7Xk+1]: f[XkH]:;[xk] , k=0,,--,n—1
k+1 7 Rk

c) La diferencia dividida dos de f con respecto a x,, X, ¥ X,,, €S

f[xk’xk+1’xk+2]= f[xk+1’XXk+2]:];[Xk’Xk+1]’ k =0’1’. N 2
k+2 k

d) En general, se definen las n-i+1 diferencias divididas i
(progresivas) de f con respecto a x,, x,, ..., X,;COMO:
_ Xeers Xicszo s Xuwi )= X0 Xiear o+ Xpesia |

e Xiear X ] = , k=01--,n-
Xiri = Xk

y el polinomio interpolante (progresivo) es de la forma:

Pn(x) = flxo]+ flxg, x,Jx = x0) + flxg, X1, %2 J(x = X0 )x = x7) + -+
+fxg, xp, X Jx = X0 Jx = X )-+ (x = xp_y)

Formula de diferencia dividida (regresiva)
El polinomio interpolante de Newton es de la forma:

pn(x) = f[Xn]+ f[Xn_1,Xn](X— Xn)+ f[xn—Zan—ﬁXn](X_ Xn)(x_ Xn—1)+"'
+ X0, X1+ X Mo = X X = X ) (x = x7)

i

Esquema de calculo

k| x Dif. div. 0 Dif. div. 1 Dif. div. 2 Dif. div. n
fixJ=f(x )=y, | XXy 1] XX 15X 0 2] f[XgseeesX,]
0 | X, f[xo] = by
f[Xg,%4] = b,
1 X4 f[x,] f[Xg:X4,X5] = b,
flx1, %]
2 | X% f[x,] X4, %5, %3]
X5, %5] f[Xgs-,Xp] = by,
3 | X, fxs]
n-1| X4 f[x,.4] f[Xp.0:Xn1:X,] = b,
f[X,.1,%p] = by
n| x, f[x,] =bg,

Estimacion del error para el polinomio
interpolante de Newton

Se puede demostrar que si existe una funcion fdefinida sobre el

intervalo [x,, x,], n veces diferenciable, entonces existe ¢ € [x,, x,] tal
ue: N

a _ ()

f[XO!Xﬂ'“’X] i

n

Considerando la férmula del error de Lagrange

E(x) = 1(x) = p,(x) = AT 220 g )

donde &(x) es un niimero que depende de x, y £(x) € [x,, X, ]

usando la forma de Newton del polinomio interpolante de grado menor
o igual que n + 1 para fen los nodos x,,X;,...,X,, X, tenemos que

E(X) = F(X) = Po(X) = Mo Xy XI(X = X6) (X = X) -+ (X = X,)
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x, | f(x)=f[x,] | Dif. Div. 1 | Dif. Div. 2 | Dif. Div. 3 | Dif. Div. 4
2.0 [0.5103757
.052043
2.2 10.5207843 -.2597275
-.051848 .04299367
2.4 10.5104147 -.2339313 .008341125
-.1454205 .04966667
2.6 | 0.4813306 -.2041313
-.227073
2.8 10.4359160

Aproximaciones progresivas
P (X) = fxo]+f[Xg,X;1(X-X,) = 0.5103757+.052043(x-2.0) = f(2.1) = .51558
P2(X) = P1(X)+ f[Xg:Xq, Xl (X-Xo) (X-X4) = p4(X) -.2597275 (x-2.0)(x-2.2)
P3(X) = Po(X)+ f[Xp:Xq, X0, Xg] (X-Xo) (X-X1) (X-X5) =
= Py(X)+ .04299367 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4)
P4(X) = P3(X)+ .008341125 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4)(x-2.6)

Aproximaciones regresivas

P1’(X) = X ]+[X0, X1 1(X-X,,) = 0.4359160 -.227073 (x-2.8)

P'(X) = Py (X)+ X0 Xp. 1% 2] (xXo) (XX 1) = Py (¥) -.2041313(x-2.8)(x-2.6)
P3'(X) = Po(X)+ f1X0, X 1:X0.2:%0 8] (X-X0) (XX 1) (X-Xp.5) =

p,(X)+ .04966667(x-2.8)(x-2.6)(x-2.4)

ps(X)+ .008341125 (x-2.8)(x-2.6)(x-2.4)(x-2.2)

Py (X)

Ej. Polinomios interpolantes de Newton

Aproximaciones progresivas expresadas en forma estandar
p;(x) = 0.5103757+0.052043(x-2.0) = 0.0520429-x + 0.406289
Po(X) = py(x) -0.2597275 (x-2.0)(x-2.2)
= 0.5103757+0.052043(x-2.0) -0.2597275 (x-2.0)(x-2.2) =
=0.0520429-x + 0.406289 - 0.259727-x% + 1.09085-x - 1.14279 =
= - 0.259727-x? + 1.14289-x - 0.736500
Ps(X) = p,(x)+ .04299367 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4) =
= 0.5103757+.052043(x-2.0) -0.2597275 (x-2.0)(x-2.2) +
+0.04299367 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4) =
=0.0429935-x% - 0.543484-x%> + 1.76544-x - 1.19052
P4(X) = p5(x)+ 0.008341125 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4)(x-2.6) =
= 0.5103757+0.052043(x-2.0) -.2597275 (x-2.0)(x-2.2) +
+0.04299367 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4) +
+0.008341125 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4)(x-2.6) =
=0.00834111-x* - 0.0337447-x% - 0.279571-x*> + 1.36333-x - 0.961508

Desventajas de los
polinomios interpolantes

* A medida que aumentan la cantidad de puntos aumenta el
grado del polinomio

» Un polinomio de grado muy alto puede tener oscilaciones muy
marcadas, por lo que puede no ser apto para interpolar o
representar una funcién

Esto sugiere que se intente la interpolacién localmente, es decir,
por sub-intervalos.
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Interpolacion por segmentos

El proceso de aproximacién sobre sub- i) Ttsdords
intervalos se conoce como interpolacion " @ primerorden
segmentaria o por segmentos.

+ La interpolacion segmentaria lineal Pt
interpola entre dos puntos consecutivos con un

polinomio lineal -y Jeadorde
. ., . - segundo orden
+ Lainterpolacion segmentaria cuadratica 2
interpola entre dos puntos consecutivos con un B LN |
0

polinomio cuadratico %
b)

+ La interpolacion segmentaria cubica
interpola entre dos puntos consecutivos con un | Trazador

polinomio cubico ciibico Interpolacién
2~ \ cubica
\‘/\/
El conjunto de los distintos polinomios ol Y

constituye un Trazador o )

Trazador cubico

Para asegurar que las derivadas m-ésimas sean continuas en
los nodos, se debe emplear un trazador de un grado de, al
menos, m+ 1.

En la practica se usan con mas frecuencia polinomios de tercer
grado o trazadores cubicos que aseguran primera y segunda
derivadas continuas.

Son n polinomios de grado menor o igual que tres y cada uno
con cuatro coeficientes incégnitas, asi que tenemos un total
de 4nincoégnitas por determinar (a,,b,,c,,d,).

pz(k)(x)zpk(x)zak +bk(x_xk)+ck(x_xk)2 +dk(x_xk)3
con k=0,1,...,n-1

Interpolacion segmentaria cibica
(spline cubico )

Las condiciones que deben satisfacer tales polinomios son:
p.(x)=f(x,), k=01..,n-1
Po(X,) =1(X,)
Condiciones de interpolacion. (n +1 ecuaciones)
i) P(X1) = Pra(Xi), k=0,1...,n=2
Condiciones de continuidad en los nodos interiores. (n -1 ecuaciones)
i) P (X)) = Pl (Xen)s k=01..,n-2
Condiciones de derivabilidad en los nodos interiores. (n -1 ecuaciones)
V) P (X)) =P" 4 (Xeiq), K=01..,n-2
Condiciones de continuidad de la primera derivada en los nodos interiores:
se conserva la concavidad en la vecindad del nodo interior, a no ser que la
segunda derivada sea cero en el nodo interior. (n -1 ecuaciones).

- Hasta aqui tenemos n + 1 + 3(n-1) = 4n-2 condiciones.
Se satisface uno de los siguientes pares de condiciones de frontera:

v) @) p(%)=0 y pl(xa)=0 b)) pLix)=Ff (%) ¥y pLax)=F(x,

i)

)

Trazador cubico

Dados n puntos [x,,X,], un trazador cubico es un conjunto de n
polinomios cubicos p,(x), cada uno definido en el intervalo [x,,x,, ] .

T(x) = p(x) para xe[X,X,,,Y pu(x), k= 0,1,...,n-1 cumple las
condiciones i) a v). Si el Trazador cubico satisface las
condiciones v),a), se llama natural, y si satisface las condiciones
v), b) se llama de frontera sujeta.

Jx) a + by ey
ax +bx+c;
ax® +bx+c, 1)

S(x)

J(x) \i(‘,z)

Intervalo 1

Intervalo 2 | Intervalo 3
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Si P (x)=p(x)=a,+b (X=X )+C(x=X P +d(x=x ), k=0,1,..,n-1

Por i) p.(x.)=f(x.)=a, , k=01..,n-1y p _.(x,)=1(x,)
Por i) Pe( Xt )= Prar (Xt )=
a + by (X1 = X, )+ C (X = X F + A (X = X, = a4

si A =X, — X = ‘ a,+bh +c.h:+dh =a,,

(1

Por i) P’ (X1 )= Pl (X1 ) :% b, +2¢,h, +3d,h = by,

)

Por iv)  p" (Xk+1) =P kst (Xks1) =‘ 2¢y +6dghy = 2¢y,4 ‘(3)

Cks1—C
k
Reemplazando (4) en (1) y despejando b, =| b, = a"*;_‘—_a“—g—"(ch +C1) )
k.

Reemplazando los b,y b,,, en 2} =

3 3
hkck + z(hk + hk+1 )ck+1 + hk+1ck+2 = h_(ak+2 —8, )_h_(ak+1 _ak) (6)

k+1 k

3 3
Por (6) hkck +2(hk +hk+1)ck+1 +hk+1ck+2 = _(ak+2 _ak—1) _h_(ak+1 _ak)
k+1 K

Remplazando en cada punto se determina un sistema de ecuaciones
AX=B, con:

1 0 0 0 0 C,
h, 2(h,+h) h, 0 0 c,
A=|0 PloX=
: hn 2 2(hn72 +hnf1) hn 1 Cn71
0 -« 0 0 1 c,
L o -

Ejemplo

k| x| fx,)=3xex-2ex | =X 1~ X
0/1.00| 2718282 0.05
1]1.05| 3.286299 0.02
211.07| 3.527609 0.03
3

1.10 3.905416

Adoptando p,"(x,)=0y p,"(x5)=0 (condicién de frontera) entonces c,=0 y
¢=0, asi que debemos resolver el siguiente sistema:

c, =0
.05¢, +2(.07)c, +.02c, = %( 3.527609 - 3.286299) - %( 3.286299 - 2.718282)
.02¢, +2(.05)c, +.03c; = % (3.905416 - 3.527609) - % (3527609 - 3.286299)
c, =0

La solucién de este sistema es:
Co=0, ¢4=13.22529, c,= 13.19694, c;= 0

Q4 —a h
bk=$—?k(20k+ck”) ®)
b, =11.13992, b, =11.80118, b, = 12.32963
dk — Cys1—Cx (4)
3h,

d,=88.16863 , d; =—-.4725490, d, =-146.6327

T(X)= Py (X) =2 +byc (X - Xi0 Gy (X X )? +dk (X - ;)3

Py(X) = 2.718282 + 11.13992(x -1.00) + O(x -1.00)2 +88.16863(x-1.00)?
p,(X) = 3.286299 + 11.80118 (x -1.05) + 13.22529(x-1.05)2 -.4725490(x-1.05)3
P,(X) = 3.527609 + 12.32963(x -1.07) + 13.19694(x-1.07)2 -146.6327(x-1.07 )3

f(1.03)= T(1.03) = py(1.03)=
= 2.718282+11.13992103 (1.03-1.00)+88.16863(1.03 —1.00)?
= 3.054860
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P, (X)= 88.16863x3 -264.50589x2 + 275.64581x -96.590268 Venta jGS y desventa jas
P, (X)= - 0.472549x% + 14.7138193500x2 - 17.5348848174x + 6.02297676112 del trazador cubico

P, (x)= - 146.6327-x3 + 483.887907000-x? - 519.551156290-x + 185.075444212

Ve /

7

» El algoritmo consiste en resolver un sistema de ecuaciones

» El sistema de ecuaciones es tridiagonal, con lo cual se puede
simplificar la resolucion

» Se pueden obtener soluciones con menos oscilaciones cuando
hay muchos puntos

» Es adecuado para describir formas eligiendo los puntos

6

%\ /\

adecuados
3
2 » Para realizar una interpolacion es necesario identificar el
1 \ P2 // [ polinomio correspondiente
o S e, » Cualquier calculo aplicado al trazador tiene que repetirse para
G4-ez | 0z a4 o6 ”/8 112 1416 1.8 2 2.2 24 26 cada polinomio, lo cual puede ser complicado cuando hay
! / muchos puntos
z 2 m
. . . 2 . s(&y, a8, -ay,) = 3 +ax, +ax  +--a,x, -
Ajuste de un polinomio por minimos (@2272,) = e ot
¥4 . . Una condicién necesaria para la existencia de un minimo relativo de
CUGdf‘GdOS (r'egr'eswn P°|m°mla|) la funcion S es que las derivadas parciales con respecto a a;, con
. . s . " /=0,1,...,m, sean cero, =
Encontrar el polinomio que "mejor se ajuste” a los datos en el 25

sentido de que la distancia entre los puntos dados y los obtenidos Z": 2(a, + ax, + a, x> +--a,x" -y, )=0

mediante un polinomio sea minima. oa, 13
1
>y a < 2 m
n 2 n — =) 2(a, +ax, +ax +--a,X, —Y)x)=0
[Z(Pm(xk)—}/k)zj o Y (pmlxk)-yk)f? 9a, kzzcl) e T g T
k=0 k=0 S &

. . - 2 2
Este criterio se conoce como minimos cuadrados, y el método para 2(ay + ax, + &x, +--a,X" — ¥ )(x;)=0
obtener los polinomios que mejor se ajustan segin minimos

cuadrados se llama Regresion polinomial.

(<5}
R

k=0

) m ; Si anulamos el
2(ay + aX, + @Xx, +-a,X — Yy )(x)=0 2y

| v
E
Il
M:

Encontrar p (x)=a, + ax+ax*+--a,x", conm<n

&
ES
u

n

2 :
talque s(a,,a,,-a,)= (ao+a1xk+a2xk +~~-amxk'"—yk)2 : Zao (n+1)a
k=0 n

= 22(‘30 +a X, + azxkz + "'amka ¥ J)(x)=0
k=0

5]
9]

sea minima

<5}
[V

3
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Obtenemos un sistema de m+17 ecuaciones lineales con m+1
incognitas ay, ay,...,a, denominado Sistema de ecuaciones
normales.

(z xk]ao + (Zn: ija, ot (Zn: x:’”’]am = i x.y, |Engeneral
: 2 (3 %)= Xy,
k=0 k=0

i=0

(St (S ae (B Jow =S con = 00

En el caso particular en que m = 1,

n n n
X) =a,+ a, X, es larectade 0 1
P(xX) =2 +a; X 3 X la,+| Y K fa =y,
minimos cuadrados donde a, y a; ) o )
. . . \—r_’
se obtienen resolviendo el sistema et
lineal de dos ecuaciones con dos S - L2 -
L PRACEIDWACEDIAA
incognitas. k=0 k=0 k=0

Medir el error es estimar la bondad del ajuste segiin minimos
cuadrados. Para N=cantidad de puntos (n+1):

2

i) Emor E= Y (p,(x) - y,) o

2

3 (Balx) - ¥2)

i) Error Medio Cuadratico Egy,g = k:"* 0

3 (0 ()= v

iii) Varianza ¢® = k=2
N-m-1

Ejemplo

k Xk Yk
a X) =a, +aX
0 0 = ) pi(X) =a, + a,
1 2 0 b) Py(x) = by + byx + b2
> 3 > ) Po(x) = by + by X
3 5 1
k Xy X X X Yk X ¥y X2y,
0 0 0 0 0 -1 0 0
1 2 4 8 16 0 0 0
2 3 9 27 81 2 6 18
3 5 25 125 625 1 5 25
3
2 10 38 160 722 2 11 43
k=0

4a, +10a,= 2
10a, +38a, =11

La solucién al sistema es:

a,=-17/26 = 0.654 =
a,=6/13 = 0.461 p1(x)=7%+ﬁx

4bg +10b; +38b,= 2
10b, +38b,+160b, =11

3 3 3 3
(z xfjb,, + (z xL]b, + (z xf]bz ="V 38by +160b; + 7220, =43
k=0 k=0 k=0 k=0
5 EI s 3 La solucion al sistema es:
[Zxk]bo+[zxkjb1+[zxkjb2 =Zxkyk by=-15/13
k=0 k=0 k=0 k=0
B A A ) b,=101/78
(z xf]bo +[z xfjb, +[z x;’jbz “S'xy,  by=-16
k=0 k=0 k=0 k=0
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Métodos Numéricos — Cap 5: Interpolacion y Aproximacion polinomial

X 0 2 3 5

Yi -1 0 2 1
p1(x) - 654 .269 731 1.65
Yie -Pa(x¢) - .346 ~ 269 1.27 - 85
P2 (%) -115 .769 1.23 1.15
Y —Pa (%) 15 — 769 77 - 15

2

3
E=>(p(x)-y,) =(-.346) + (- .269F + (1.27)* + (- .65 = 2.23
k=0

2

3
z Py Xk k
- 2.23 2.23
Epus = Mf “ =.747, 02=T=1.115
3 2
3 2 pz Xk
b) E=2 (p(x)-yi) =1.23 y Egys = |*=° 2 =.555, o =123
k=0

Graficamente

P
p2(x)=-0.1667"¢+ 1.2949°x -1.1538
1+ 7

p1(x)=0.4615"x-0.6538

P3(x)=-0.2667*X°+1.8333"¢-2.1"-1.00008

Variantes de la regresion lineal

La funcién potencial

y=c-x2 se puede trasformar en log y=a*log x + log ¢

Usando nuevas variables x’ =log x e y’ =log y

obtenemos la relacion lineal y’ =ax’+b, donde b=log ¢ = c=10"b

Ejemplo:
x 10 20 (30 40 50 60 |70 |80
y 1.06 1.33 [1.52 [1.68 1.81 [1.91 [2.01 |2.11

dogx | 1.0 1.30 11.477 [1.60 |1.699 1.778 |1.845 1.903

dogy 10.025 |0.124 10.182 |0.225 | 0.258 0.281 |0.303 |0.324

xx=log10(x)

yy=log10(y)

p=polyfit(xx,yy,1) b
hold on

plot(x,10"p(2)*x."p(1))

Variantes de la regresion lineal

La funcién exponencial

y=c-€#, se puede transformar en In y=ax+In c
Usando nuevas variables x’=xe y’'=Iny
obtenemos la relacion lineal y’ =ax’+b, donde b=Inc

Ejemplo:
x 12 41 93 147 204 264 [373 (509 |773
y 930 815 632 487 370 (265 147 |76 17
‘X 12 41 93 147|204 264 (373 (500 773

Iny 6.835 6.703 6.449 6.188 5913 5580 4.990 4.330 2.833

yy=log(y)

p=polyfit(x,yy,1)

hold on
plot(x,exp(p(2))*exp(p(1)*x))

§ 82388

11/12

Ultima actualizacion: 24/09/2013



Métodos Numéricos — Cap 5: Interpolacion y Aproximacion polinomial

Instrucciones Matlab

Yl = Interp1(X,Y,Xl,metodo) Interpola entre puntos X,Y; X vector de valores
X, Y vector de valores y, Xl valor a interpolar,
Yl resultado de la interpolacién en XI, método:

'nearest’ - redondeo al valor mas cercano

'linear' - interpolacion lineal

'spline' - interpolacion segmentaria cubica Spline

'cubic' - aproxima a un polinomio cubico

YI = spline(X,Y,XI) Evalta XI

P = spline(X,Y) Devuelve los coeficientes de los polinomios en formato “pp”

[X,coef,npol,nterm,dim] = unmkpp(P) Recupera informacién de los
polinomios

Y1 = ppval(P,XI) Evalta polinomios "pp” en un punto

[coef,P] = polyfit(X,Y,N) Ajusta X,Y con un polinomio de grado N, ( por
minimos cuadrados), coef son los coeficientes del polinomioy P es el
polinomio “pp” para ser evaluado con ppval
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